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Resumen 
 
 
El objetivo principal del estudio desarrollado a lo largo de este trabajo es el de aprender 
a realizar y verificar códigos CFD (Computacional Fluid Dynamics) mediante el lenguaje 
C++, capaces de resolver y estudiar la fenomenología del movimiento de los fluidos 
gobernada por las ecuaciones de Navier-Stokes.  
 
Es por ello que el documento se ha estructurado en diferentes capítulos, para que con 
ellos se pueda ver tanto la evolución del aprendizaje, como los diferentes casos 
estudiados.  
 
De esta manera, en el capítulo 1 se encuentra la introducción del trabajo, en la cual se 
puede encontrar tanto el alcance como el estado del arte del ámbito de trabajo. En el 
capítulo 2 se introducen de los conceptos más importantes necesarios para la correcta 
comprensión de los ejercicios desarrollados en los siguientes capítulos.  
 
Una vez hecha la introducción tanto de los aspectos formales, como de conceptos 
previos, en el capítulo 3 se pasaría al primer caso de estudio. Aquí se hablará de la 
trasferencia de calor por conducción, que tiene su origen en la ecuación de conservación 
de la energía, y servirá para establecer las bases de programación y conocimientos 
necesarios para el desarrollo de códigos CFD. 
 
En el capítulo 4 se estudiará en profundidad la ecuación de convección-difusión, que 
servirá como introducción de las ecuaciones de Navier-Stokes en su manera más 
general, pudiendo ser particularizada para cualquier caso de estudio. De esta manera, 
en el capítulo 5, para profundizar aún más en el estudio de las ecuaciones de Navier-
Stokes, se introducirá el Fractional Step Method, y se aplicará a un caso de estudio a 
partir del cual se generará la aplicación de este estudio, presente en el capítulo 6.  
 
Para finalizar, en el capítulo 7 se podrá encontrar una explicación del trabajo futuro que 
habría que realizar para ampliar lo desarrollado en este estudio, en el capítulo 8 se habla 
brevemente de aspectos económicos e impacto medioambiental, y en el capítulo 9 se 
encontraran las conclusiones finales del estudio realizado.     
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𝑐𝑃 Calor específico 
𝐽
𝑘𝑔 · 𝐾
 
𝛼 Coeficiente de transferencia de calor por convección 
𝑊
𝑚2 · 𝐾
 
𝑢 Componente de la velocidad en la dirección x 
𝑚
𝑠
 
𝑣 Componente de la velocidad en la dirección y 
𝑚
𝑠
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𝑊
𝑚 · 𝐾
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𝑘𝑔
𝑚3
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𝑒𝑖 Energía interna 𝐽 
𝜀𝑟 Error relativo % 
?⃗̇? Flujo de calor 
𝑊
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𝑅𝑒 Reynolds  
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𝑇 Temperatura 𝐾 𝑜 ℃ 
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𝜙 Variable genérica  
𝜇 Viscosidad dinámica 𝑃𝑎 · 𝑠 
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CAPÍTULO 1: Introducción 
 
 
En el presente capítulo se hablara de los objetivos principales del estudio realizado, así 
como de sus características y antecedentes, para con ello, facilitar la compresión del 
desarrollo global del estudio.  
 
1.1 Objetivo 
 
El objetivo de este trabajo es obtener la capacidad de desarrollar códigos CFD&HT en 
lenguaje C++ propios, validarlos y aplicarlos a un caso práctico de estudio, además de 
estudiar y comprender las leyes físicas involucradas en la mecánica de fluidos y en la 
transferencia de calor.  Además, para aplicar aquello aprendido a lo largo del estudio se 
realizará un caso práctico que consistirá en un fluido confinado entre dos placas planas 
con un obstáculo en su trayectoria. 
 
1.2 Alcance 
 
 Estudio del estado del arte en términos de desarrollo de software para la 
resolución de problemas en el ámbito de la termodinámica y la transferencia de 
calor.  
 Estudio y resolución de la transferencia de calor por conducción mediante el 
desarrollo de un código CFD&HT y comprobación y verificación de los resultados 
obtenidos.  
 Estudio y resolución de las ecuaciones de Navier-Stokes para el régimen laminar 
de fluidos.  
 Desarrollo y verificación de códigos CFD&HT de análisis de mecánica de fluidos 
y transferencia de calor  en flujo laminar. Esto implica el análisis de los resultados 
obtenidos con los códigos desarrollados, y compararlos con los resultados 
obtenidos por códigos verificados.  
 Identificar y acotar la conveniencia de resolver las ecuaciones de Navier-Stokes 
en el ámbito escogido, además de encontrar y comprender la utilidad de los 
códigos CFD&HT a desarrollar.  
 Aplicación de los códigos desarrollados al ámbito de trabajo y análisis de los 
resultados obtenidos. 
 Planificación de la posible ampliación del trabajo desarrollado de cara a la 
profundización en el ámbito estudiado o extender el estudio a otras aplicaciones. 
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1.3 Requisitos 
 
Los requisitos que deben cumplir los códigos CFD&HD desarrollados para considerar 
que los resultados obtenidos con los programas, en el conjunto del proyecto sean 
correctos, son:  
 
 Capacidad de simular con exactitud fenómenos físicos relacionados con el 
ámbito de la mecánica de fluidos y la transferencia de calor.  
 Comprobación de que los resultados obtenidos mediante estos programas sean 
similares a los obtenidos con programas ya existentes y verificados. 
 Capacidad de proporcionar resultados e información útiles para el desarrollo 
global del proyecto. 
  
1.4 Justificación  
 
Hasta no hace muchos años, a la hora de predecir el comportamiento de algún 
fenómeno mediante la mecánica de fluidos o a la hora de ensayar el prototipo de un 
nuevo producto antes de sacarlo al mercado para evaluar su comportamiento en 
determinadas condiciones, debían ser realizados ensayos experimentales para obtener 
resultados predictores de su posible comportamiento. Este es un procedimiento costoso 
debido a la complejidad de los productos industriales, la aparición de nuevos materiales, 
las complicadas geometrías de los elementos o bien debido a la tipología del fluido 
evaluado.  
 
Además, habría que añadir que los modelos matemáticos encargados de estudiar la 
fenomenología relacionada con la mecánica de fluidos y la transferencia de calor y masa 
están bastante limitados en los campos de aplicación debido a la dificultad de encontrar 
soluciones analíticas a las ecuaciones que rigen el caso de estudio.  Es por ello, que 
con las mejoras computacionales, y la rápida evolución del sector de la informática, 
apareciera lo que se conoce hoy en día como dinámica de fluidos computacional o CFD 
(Computacional Fluid Dynamics), rama de la mecánica de fluidos encargada del estudio 
mediante los métodos numéricos del comportamiento de los fluidos tanto compresibles 
como incompresibles desde un punto de vista mecánico, térmico y químico. 
 
De esta manera, gracias a los métodos numéricos, encargados de aproximar los valores 
continuos de las ecuaciones que gobiernan un fluido a valores discretos, se puede 
obtener una simulación bastante real del comportamiento de un fluido mediante un 
ordenador y un código de programación o CFD, sin necesidad de montajes 
experimentales ni simulaciones en un laboratorio.  
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Es por ello, que el estudio desarrollado en este trabajo se ha utilizado como medio de 
aprendizaje, una manera de entender y comprender el procedimiento que hay detrás de 
la elaboración de un código computacional, y de cómo aplicarlo en el ámbito de la 
mecánica de fluidos, obteniendo de esta manera las herramientas necesarias para el 
análisis detallado de la física y fenomenología descrita en las ecuaciones de Navier-
Stokes. 
 
Aún y existiendo diferentes programas comerciales encargados de resolver de manera 
numérica la mecánica de fluidos, entre ellos Ansys o Fluent, el objetivo y filosofía de 
trabajo de este estudio está en el aprendizaje y desarrollo de códigos propios, 
entendiendo la física que hay detrás de cada uno de esos programas y ser capaz de 
resolver pequeños casos de mecánica de fluidos con ellos. 
 
Con todo lo mencionado, la justificación de este estudio reside en la resolución de las 
ecuaciones de  Navier-Stokes de manera numérica, mediante un código CFD propio, ya 
que se trata de un campo de estudio en constante evolución y con gran aplicación en el 
mundo de la industria y la ingeniería, de manera que es necesario conocer las bases 
que rigen este campo de estudio y su metodología de trabajo.   
  
1.5 Antecedentes y estado del arte 
 
La historia nos muestra ejemplos de la aplicación de la dinámica de fluidos ya en el 
Imperio Romano con la construcción de acueductos que debían cumplir los requisitos 
establecidos por los ingenieros que los construían, mucho antes de que las ecuaciones 
de la mecánica de fluidos fueses formuladas, entorno al siglo XIX, por Reynolds, 
Newton, Euler, Navier, Stokes, y Prandtl, entre otros.  
 
De entre todas estas formulaciones destacan las ecuaciones de Navier-Stokes, un 
conjunto de ecuaciones en derivadas parciales no lineales encargadas de describir el 
movimiento de un fluido newtoniano viscoso. Las soluciones analíticas a estas 
ecuaciones son pocas y para casos muy concretos, de manera que se desarrollaron dos 
maneras de entender la dinámica de fluidos, una mediante la deducción de 
correlaciones obtenidas a partir de investigaciones experimentales, y otra mediante la 
resolución de versiones simplificadas de las ecuaciones de la dinámica de fluidos para 
la conservación de la masa, cantidad de movimiento y energía. La gran ventaja de estas 
dos aproximaciones comentadas, es la posibilidad de poder combinarlas a la hora de 
resolver problemas más complejos, obteniendo así la resolución de las ecuaciones de 
Navier-Stokes por métodos numéricos, práctica que consiste en resolver estas 
ecuaciones de forma integral en volúmenes de control finitos.  
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En este ámbito, y con los avances tecnológicos en el campo de la computación de 
mediados del siglo XX, se pudo desarrollar códigos de programación basados en la 
resolución numérica, conocidos como CFD (Computacional Fluid Dynamics), capaces 
de resolver con relativa facilidad la transferencia de calor por conducción, y desde hace 
unas pocas décadas, el caso del movimiento de un fluido en régimen laminar, siendo 
ahora el caso de estudio el movimiento de un fluido en régimen turbulento la principal 
rama de investigación y de gasto computacional.  
 
Viendo la importancia de las ecuaciones de Navier-Stokes en al ámbito tecnológico, en 
este trabajo se estudiarán métodos de resolución numérica computacional, y se 
adquirirá la habilidad para programar software que permita esta resolución y su posterior 
aplicación a un campo concreto de trabajo. 
 
Como caso de aplicación final del presente estudio, se trabajará con el fenómeno de 
vortex shedding, originado al paso de un fluido con una cierta velocidad alrededor de un 
objeto. El hecho de forzar al fluido a evitar el obstáculo de su trayectoria genera la 
formación de manera alterna de vórtices en el flujo que se encuentra alrededor del 
objeto, produciendo de esta manera, una variación alterna en las fuerzas de 
sustentación (lift) y resistencia (drag) que produce vibraciones en el objeto. En el caso 
particular de la aplicación escogida, se estudiará cómo afectan estos vórtices al 
confinamiento de un fluido entre dos placas planas, entre las cuales se encuentra un 
obstáculo, simulando así el caso bidimensional de una tubería o de un túnel de viento. 
 
Puesto que no se han mostrado a lo largo de este capítulo de introducción, a 
continuación se encuentran las ecuaciones de Navier-Stokes de manera integral y 
diferencial, para que cuando se mencionen a lo largo de todo el estudio se tenga 
presente su forma.  
 
Forma integral: 
 
Conservación de la masa 
 
(1.1) 
 
Conservación de la cantidad de movimiento 
 
 
(1.2) 
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Conservación de la energía 
 
 
 
 
 
(1.3) 
 
Forma diferencial: 
 
Conservación de la masa 
 
 
(1.4) 
 
Conservación de la cantidad de movimiento 
 
 
(1.5) 
 
Conservación de la energía 
 
 
(1.6) 
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CAPÍTULO 2: Métodos numéricos y discretización de 
ecuaciones 
 
 
Los métodos numéricos son técnicas mediante las cuales es posible formular problemas 
complejos que puedan ser resueltos usando operaciones sencillas. Es por esto que son 
de gran importancia en el estudio de la mecánica de fluidos, y en las ecuaciones de 
Navier-Stokes en particular, ya que transforman ecuaciones diferenciales sin solución 
analítica en ecuaciones fácilmente resolubles mediante un código CFD.  
 
Por esta razón, en el presente capítulo se hablará de las  diferentes formas de discretizar 
las ecuaciones diferenciales, técnica consistente en la simplificación de las ecuaciones 
a un nivel que permita trabajarlas como ecuaciones algebraicas, y de los métodos de 
resolución de las mismas.  
 
2.1 Métodos de discretización 
  
Para entender la discretización, primero se debe definir qué son los métodos numéricos. 
Los métodos numéricos tratan como sus incógnitas fundamentales los valores de la 
variable independiente de estudio, en un número finito de localizaciones (puntos de 
mallado) dentro del dominio de cálculo. El método incluye proveer un conjunto de 
ecuaciones que describa el comportamiento de cada conjunto de puntos dentro del 
mallado, y un algoritmo mediante el cual poder resolver estas ecuaciones.  
 
Centrando nuestra atención en los puntos del mallado, se ha de reemplazar la 
información continua contenida en las soluciones exactas de las ecuaciones 
diferenciales por valores discretos. De esta manera se discretiza la distribución de la 
variable a lo largo del dominio de trabajo, obteniendo unas ecuaciones algebraicas que 
involucran los valores desconocidos de la variable en los puntos de mallado escogidos, 
conocidas como ecuaciones de discretización.  
 
Para una ecuación diferencial dada, las ecuaciones discretizadas requeridas pueden 
obtenerse de diferentes maneras, siendo las más comunes las que se mencionan a 
continuación:  
 Formulación mediante las series de Taylor.  Consiste en aproximar las 
ecuaciones diferenciales a través del truncamiento de las series de Taylor. 
Capítulo 2: Métodos numéricos y discretización de ecuaciones 
 
Ángela Saludes López                                                       16 
 
 Formulación a partir de variaciones. Es muy utilizada en los métodos finitos y 
consiste en el cálculo de pequeñas variaciones de las funciones entre unos 
puntos dados del mallado. 
 Formulación mediante volúmenes de control finitos. El cálculo del dominio 
es dividido en un número dado de volúmenes de control que envuelven los 
puntos del mallado, de manera que la ecuación diferencial es integrada en cada 
uno de estos volúmenes de control. La obtención de la ecuación de 
discretización mediante este método expresa el principio de conservación de la 
variable en el volumen de control finito de la misma manera en que la ecuación 
diferencial lo expresa para un volumen de control infinitesimal.  
 
En el desarrollo de este trabajo se ha escogido un modelo de resolución de las 
ecuaciones diferenciales de Navier-Stokes por volúmenes de control finitos, siendo de 
particular interés el tipo de mallado utilizado. Dicho mallado puede ser obtenido por dos 
procedimientos, escogidos en función de la aplicación práctica: 
 
1. Caras centradas: Consiste en colocar los nodos (puntos de estudio del mallado) 
en las posiciones deseadas, y a continuación generar un volumen de control 
alrededor del nodo.  
2. Nodos centrados: Primero se deben generar los volúmenes de control dentro 
del dominio, y una vez establecidos se coloca el nodo en el centro del volumen. 
 
Además, las ecuaciones de discretización obtenidas deben cumplir las cuatro reglas 
básicas que se muestran a continuación: 
 Consistencia en las caras del volumen de control. Cuando una cara está en 
contacto con dos volúmenes de control adyacentes, el flujo a través de las caras 
debe ser representado por la misma expresión de discretización en los dos 
volúmenes de control.  
 Coeficientes positivos. El incremento en el valor de un punto de la malla, con 
las demás condiciones inalterables, debe conducir al incremento del valor al 
punto vecino en la malla.  
 Las fuentes internas linealizadas deben tener pendiente negativo para que el 
coeficiente del punto de estudio, conocido como aP, no sea negativo.  
 El valor del coeficiente del punto de estudio, aP, debe ser igual a la suma de 
los coeficientes de los puntos vecinos.  
 
Con estas condiciones, haciendo un estudio en dos dimensiones, se obtiene una 
ecuación discretizada, de la forma:  
 
𝑎𝑃𝜙𝑃  = 𝑎𝐸𝜙𝐸 + 𝑎𝑊𝜙𝑊 + 𝑎𝑆𝜙𝑆 + 𝑎𝑁𝜙𝑁 + 𝑏𝑃 (2.1) 
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Figura 1: Distribución de los puntos de malla 
Siendo ϕ la variable de estudio, P el nodo de trabajo, y E, W, S, N los nodos adyacentes 
a nuestro nodo.  
 
2.2 Discretización temporal 
 
Teniendo en mente todo lo mencionado en el apartado anterior, y queriendo trabajar con 
ecuaciones transitorias, la ecuación discretizada queda de la forma: 
 
𝑎𝑃𝜙𝑃
𝑛+1 = 𝛽(𝑎𝐸𝜙𝐸 + 𝑎𝑊𝜙𝑊 + 𝑎𝑆𝜙𝑆 + 𝑎𝑁𝜙𝑁 + 𝑏𝑃)
𝑛+1 + 
(1 − 𝛽)(𝑎𝐸𝜙𝐸 + 𝑎𝑊𝜙𝑊 + 𝑎𝑆𝜙𝑆 + 𝑎𝑁𝜙𝑁 + 𝑏𝑃)
𝑛 
(2.2) 
 
Donde β es el parámetro que determinará el esquema de resolución aplicado en el 
problema, los valores con exponente (n+1) son los valores del tiempo actual de estudio, 
y los valores con exponente n son los valores del tiempo pasado de estudio, y por tanto 
son valores conocidos.  
 
Cuando β=0 se tiene un esquema de resolución explicito, donde el valor de la variable 
en el instante de cálculo depende tan solo de los valores del instante de estudio anterior. 
Dado que estos valores son conocidos, tan solo se necesitará una iteración del 
programa para obtener los valores en el instante de estudio.   
 
Cuando β=1 se tiene un esquema de resolución implícito, donde el valor de la variable 
de estudio depende de los valores del tiempo actual de cálculo, de manera que se 
precisa un proceso iterativo hasta conseguir que la variable converja dentro de la 
precisión requerida. 
 
Cuando β=0.5 se tiene un esquema de resolución Crank-Nicolson, donde el valor de 
la variable en el punto de estudio depende tanto de los valores del tiempo actual como 
de los valores del tiempo anterior. Para este esquema también es preciso un proceso 
iterativo para hallar el valor de la variable.  
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La principal diferencia entre estos tres esquemas es que tanto el implícito como el 
Crank-Nicolson son incondicionalmente estables, es decir, siempre convergen 
independientemente del incremento de tiempo entre estados, mientras que el explícito 
necesita incrementos temporales muy pequeños y depende la aplicación puede suponer 
que el código no converja.  
 
2.3 Discretización espacial  
 
Con los diferentes tipos de mallado, de caras centradas o bien nodos centrados, se 
pueden obtener diversos tipos de mallas, entre los que destacan las mallas 
estructuradas y las no estructuradas. 
 
Una malla estructurada es aquella que tiene un orden claro en la distribución de los 
nodos a lo largo del dominio. Dentro de este tipo de malla se distingue las uniformes y 
las no uniformes. Cuando se habla de una malla uniforme, se habla de una malla en la 
cual todos los volúmenes de control tienen una misma distancia de separación entre 
ellos, mientras que una malla no uniforme es aquella en la cual la distancia entre 
volúmenes de control varía en función de las necesidades del ejercicio a resolver.  
 
Una malla no estructurada presenta una estructura desordenada, conteniendo 
generalmente volúmenes de control con formas triangulares.  
 
La ventaja de una malla estructurada es la sencillez de su geometría, que permite una 
programación más simple de las ecuaciones, pero tienen una importante limitación 
debido a su robustez, ya que no permiten adaptarse completamente a geometrías que 
no sean paredes planas o escalonadas. En cambio una malla no estructurada es capaz 
de adaptarse casi a la perfección a cualquier geometría dada, pero por el contrario, la 
programación de las ecuaciones es más complicada.  
 
2.4 Esquemas numéricos de resolución  
 
En algunos casos de estudio del movimiento de un fluido será necesario evaluar las 
propiedades y sus correspondientes gradientes en las caras del volumen de control, 
siendo necesario la utilización de esquemas de resolución que relacionen la variable en 
la cara del volumen de control con los valores de los nodos conocidos. En el presente 
trabajo solo se han utilizado esquemas de bajo orden (solo engloban los nodos 
adyacentes a la cara de estudio), que si bien es cierto que son menos precisos, son más 
estables a la hora de la convergencia de los resultados. Estos esquemas que se 
mostrarán más adelante, siguen la siguiente estructura:  
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𝜙𝑒 −𝜙𝑃
𝜙𝐸 − 𝜙𝑃
= 𝛼𝑒                  →                𝜙𝑒 = 𝛼𝑒(𝜙𝐸 − 𝜙𝑃) + 𝜙𝑃 (2.3) 
   
𝜙𝑤 − 𝜙𝑊
𝜙𝑃 − 𝜙𝑊
= 𝛼𝑤                →                 𝜙𝑤 = 𝛼𝑤(𝜙𝑃 − 𝜙𝑊) + 𝜙𝑊 (2.4) 
 
𝜙𝑛 − 𝜙𝑃
𝜙𝑁 − 𝜙𝑃
= 𝛼𝑛                  →                   𝜙𝑛 = 𝛼𝑛(𝜙𝑁 − 𝜙𝑃) + 𝜙𝑃 (2.5) 
𝜙𝑠 − 𝜙𝑆
𝜙𝑃 − 𝜙𝑆
= 𝛼𝑠                   →                   𝜙𝑠 = 𝛼𝑠(𝜙𝑃 − 𝜙𝑆) + 𝜙𝑆 (2.6) 
 
Siendo α el parámetro que se determinará mediante el esquema de resolución escogido. 
Entre los diferentes esquemas que se pueden encontrar, los que se muestran a 
continuación son aquellos que por su simplicidad a la hora de programar, y por la 
estabilidad de sus resultados se han utilizado a lo largo de los casos de estudio que se 
han trabajado.  
 
 Upwind Difference Scheme (UDS): Este esquema de evaluación toma la 
variable del volumen de control aguas arriba del flujo como el valor de la 
propiedad en la cara del volumen de control.  
 
𝜙𝑖 = {
𝜙𝐼           𝑠𝑖       ?̇?𝑖 < 0 
𝜙𝑃           𝑠𝑖       ?̇?𝑖 > 0 
 (2.7) 
  
Siendo el valor de α de la siguiente forma: 
 
{
𝛼𝑖 = 0          𝑠𝑖         ?̇?𝑖 > 0 
𝛼𝑖 = 1          𝑠𝑖          ?̇?𝑖 < 0
 (2.8) 
 
 Central Difference Scheme (CDS): Efectúa la semisuma entre las variables de 
los volúmenes de control que comparten la cara evaluada, siempre y cuando la 
malla utilizada sea estructurada y homogénea. 
 
𝜙𝑒 =
𝜙𝑃 + 𝜙𝐸
2
 (2.9) 
  
Si no es el caso, la variable en la cara del volumen de control se evalúa con una 
media aritmética. 
𝜙𝑒 = 𝜙𝑃 +
𝑑𝑃𝑒
𝑑𝑃𝐸
(𝜙𝐸 − 𝜙𝑃) (2.10) 
  
De esta manera, el valor de α en las diferentes caras del volumen de control 
seria:  
Capítulo 2: Métodos numéricos y discretización de ecuaciones 
 
Ángela Saludes López                                                       20 
 
𝛼𝑒 =
𝑑𝑃𝑒
𝑑𝑃𝐸
          𝛼𝑤 =
𝑑𝑊𝑤
𝑑𝑃𝑊
 (2.11), (2.12) 
𝛼𝑛 =
𝑑𝑃𝑛
𝑑𝑃𝑁
          𝛼𝑠 =
𝑑𝑆𝑠
𝑑𝑃𝑆
 (2.13), (2.14) 
 
Se trata de uno de los esquemas más estables, pero presenta grandes 
problemas de convergencia dependiendo del caso de estudio en el que se esté 
aplicando.  
 
 Hybrid Difference Scheme (HDS): Este esquema lo que hace es usar CDS para 
velocidades de estudio bajas, y UDS cuando las velocidades son elevadas. 
 
 Exponential Difference Scheme (EDS): Consiste en establecer que el valor de 
la propiedad en la cara guarda una relación exponencial con el valor de la 
propiedad en el nodo de estudio. 
 
Partiendo de la ecuación de convección-difusión (estudiada en profundidad en el 
capítulo 4), para un caso unidimensional: 
𝜌𝑣𝑥𝜙 = 𝛤
𝑑𝜙
𝑑𝑥
 (2.15) 
Particularizando para la cara del volumen de control e, y agrupando términos 
tenemos: 
∫
𝑑𝜙
𝜙
=
𝜌𝑒 𝑣𝑥𝑒
𝛤𝑒
𝑑𝑥
𝜙𝐸
𝜙𝑃
 (2.16) 
 
Trabajando la ecuación se llega a la igualdad: 
 
𝜙𝑒 = 𝜙𝑃𝑒
𝜌𝑉𝑑𝑃𝑒
𝛤  (2.17) 
 
De esta manera el valor de α para las diferentes caras del volumen de control 
será: 
 
(2.18) 
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2.5 Algoritmos de resolución (solvers) 
 
Una vez se tienen las ecuaciones de estudio discretizadas, y particularizadas para la 
geometría dada y las condiciones de contorno, lo que se obtiene es una matriz de 
ecuaciones algebraicas que engloba todos los puntos de estudio del dominio, de la 
forma 𝐴 · 𝑥 = 𝑏, dónde tanto A como b son valores conocidos.  
 
Aunque inicialmente pueda parecer fácil la resolución del sistema para hallar x (nuestra 
incógnita), la inversión de la matriz A no es trivial y por tanto es necesario encontrar una 
herramienta que simplifique los cálculos. Estas herramientas son los algoritmos de 
resolución, más conocidos como solvers, que se dividen en dos grandes grupos: 
directos e iterativos.  
 
Los solvers directos son aquellos que resuelven de manera directa las ecuaciones de 
estudio, consiguiendo solo con un proceso de cálculo el valor de las variables. Son 
solvers difíciles de programar pero rápidos en ejecución, lo que ahorra tiempo de 
cálculo. Entre ellos destaca el TDMA o Tridiagonal Matrix Algorithm, método muy útil y 
rápido cuando  la matriz A solo contenga tres diagonales adyacentes. Esta particularidad 
hace que sus casos de aplicación sean limitados, ya que no siempre se consigue que 
la matriz contenga sólo tres diagonales, no obstante, cuando es el caso, es el método 
más práctico.  
 
Los solvers iterativos se basan en el concepto de prueba y error. Se inicia la resolución 
con un valor al azar, y a base de repetir los cálculos, utilizando un criterio de 
convergencia, se llega al valor final de la variable. Entre ellos destaca Gauss-Seidel, 
uno de los algoritmos de este tipo más sencillos. Su principio de funcionamiento consiste 
en suponer un valor de solución inicial para cada nodo, efectuar una iteración y 
comprobar los resultados para cada nodo con el valor supuesto o último calculado, hasta 
que la diferencia cumpla el criterio de convergencia escogido.  
 
Dentro de los solvers iterativos también destaca el Line-By-Line, que es una 
combinación de Gauss-Seidel con TDMA. Cuando la matriz A no es tri-diagonal, existe 
una manera de forzar a que lo sea incluyendo los valores de las variables necesarias en 
el término independiente. De esta manera conseguimos una nueva matriz A que es tri-
diagonal, sobre la cual podemos aplicar TDMA. No obstante, como la matriz no es la 
original, un proceso iterativo se debe llevar a cabo, mediante Gauss-Seidel para obtener 
los valores finales del sistema.  
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CAPÍTULO 3: Transferencia de calor por conducción 
 
 
La transferencia de calor por conducción presenta un interesante punto de partida para 
el estudio de la formulación de las ecuaciones de Navier-Stokes, ya que los procesos 
físicos involucrados son fáciles de entender y no presentan una gran dificultad técnica. 
Debido a esto, a lo largo de este capítulo se estudiarán las ecuaciones que rigen la 
transferencia de calor por conducción, y se hará una aplicación de las mismas a un caso 
particular de estudio, resolviéndolo mediante un código en lenguaje C++ (disponible en 
el anexo A.1). 
 
3.1 Formulación matemática y conceptos básicos de 
conducción 
 
En este apartado se establecerán las bases necesarias para la comprensión de la 
formulación matemática utilizada para la resolución de las ecuaciones de transferencia 
de calor por conducción de una manera numérica. 
 
3.1.1 Discretización de la ecuación de transferencia de calor por 
conducción
 
Se partirá de la ecuación integral de la conservación de la energía para un cuerpo solido 
estático.  
𝜕
𝜕𝑡
∫𝜌𝑢𝑑𝑉 = −∫ ?⃗̇? · ?⃗?𝑑𝑆 (3.1) 
 
Con esta ecuación particularizada al sólido, se deberá discretizar la ecuación por el 
método de volúmenes finitos, estableciendo un mallado y la posición de los nodos dentro 
de este.  
 
Para la resolución del caso de estudio, presente en el apartado 3.2 de este capítulo, se 
usará una distribución de nodos centrados, y un esquema implícito de resolución. 
Además se supondrán las propiedades termofísicas constantes. Teniendo esto en 
mente y partiendo de la ecuación (3.1) se obtiene: 
 
𝜌
𝜕
𝜕𝑡
∫𝑢𝑑𝑉 = −∫ ?⃗̇? · ?⃗?𝑑𝑆 (3.2) 
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Se hará un cambio de nomenclatura ?̅? =
1
𝑉𝑃
∫𝑢𝑑𝑉 ,  y se aplicará la ecuación en el punto 
de estudio del volumen de control. 
 
Figura 2: Distribución de nodos y flujos de transferencia de calor por conducción 
 
𝜌𝑃𝑉𝑃
𝜕𝑢𝑃̅̅̅̅
𝜕𝑡
=∑𝑄 (3.3) 
 
Donde el término de la derecha se corresponde con los flujos de transferencia de calor 
por conducción que entran y salen del volumen de control. Con esta ecuación se debe 
proceder ahora con la resolución de la integral temporal de la ecuación obtenida. 
 
∫ 𝜌𝑃𝑉𝑃
𝜕𝑢𝑃̅̅̅̅
𝜕𝑡
𝑡𝑛+1
𝑡𝑛
𝑑𝑡 = ∫ ∑𝑄
𝑡𝑛+1
𝑡𝑛
𝑑𝑡 (3.4) 
  
𝜌𝑃𝑉𝑃∫
𝜕𝑢𝑃̅̅̅̅
𝜕𝑡
𝑡𝑛+1
𝑡𝑛
𝑑𝑡 = (𝛽 (∑𝑄)
𝑛+1
+ (1 − 𝛽) (∑𝑄)
𝑛
)∆𝑡 (3.5) 
  
𝜌𝑃𝑉𝑃(𝑢𝑝̅̅ ̅
𝑛+1 − 𝑢𝑝̅̅ ̅
𝑛) = (𝛽 (∑𝑄)
𝑛+1
+ (1 − 𝛽)(∑𝑄)
𝑛
)∆𝑡 (3.6) 
 
Se deberá hacer una aproximación del valor de incremento de energía interna diferencial 
por el incremento de energía interna en el punto. 
 
𝜌𝑃𝑉𝑃(𝑢𝑃
𝑛+1 − 𝑢𝑝
𝑛) = (𝛽 (∑𝑄)
𝑛+1
+ (1 − 𝛽) (∑𝑄)
𝑛
)∆𝑡 (3.7) 
 
A esta ecuación se le aplicará la definición de energía interna: 𝑑𝑢 = 𝐶𝑃𝑑𝑇 
 
𝜌𝑃𝐶𝑝𝑉𝑃(𝑇𝑃
𝑛+1 − 𝑇𝑝
𝑛) = (𝛽 (∑𝑄)
𝑛+1
+ (−𝛽) (∑𝑄)
𝑛
)∆𝑡 (3.8) 
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Para un esquema de resolución implícito, β=1, y la ecuación resultará de la forma: 
 
𝜌𝑃𝐶𝑝𝑉𝑃(𝑇𝑃
𝑛+1 − 𝑇𝑝
𝑛) = ∆𝑡 (∑𝑄)
𝑛+1
 (3.9) 
 
𝜌𝑃𝐶𝑝𝑉𝑃
∆𝑡
(𝑇𝑃
𝑛+1 − 𝑇𝑝
𝑛) = (𝑄𝑤 + 𝑄𝑠 −𝑄𝑒 − 𝑄𝑛)
𝑛+1 (3.10) 
 
Tan solo queda por definir como se discretiza el término de la transferencia de calor por 
conducción. De la ley de conducción de Fourier se obtiene: 
 
𝑄 = −𝜆
𝑑𝑇
𝑑𝑥
𝑆 (3.11) 
 
Donde λ es la conductividad térmica del material y S la superficie donde transcurre la 
transferencia de calor. Haciendo una aproximación de segundo orden en la ecuación se 
tiene la expresión: 
𝑑𝑇
𝑑𝑥
≈
𝑇𝐼 − 𝑇𝑝
𝑑𝑃𝐼
 (3.12) 
 
Aplicando esta aproximación a la ecuación de la energía se obtendrá su discretización 
final: 
 
            
𝜌𝑃𝐶𝑝𝑉𝑃
∆𝑡
 (𝑇𝑃
𝑛+1 − 𝑇𝑝
𝑛) = 
                   = (−𝜆𝑤
𝑇𝑃 − 𝑇𝑊
𝑑𝑃𝑊
𝑆𝑤 − 𝜆𝑠
𝑇𝑃 − 𝑇𝑆
𝑑𝑃𝑆
𝑆𝑠 + 𝜆𝑒
𝑇𝐸 − 𝑇𝑃
𝑑𝑃𝐸
𝑆𝑒 + 𝜆𝑛
𝑇𝑁 − 𝑇𝑃
𝑑𝑃𝑁
𝑆𝑛)
𝑛+1
 
(3.13) 
 
Ahora tan solo falta agrupar términos para dar a la ecuación un aspecto de la forma: 
 
𝑎𝑃𝑇𝑃
𝑛+1 = (𝑎𝐸𝑇𝐸 + 𝑎𝑊𝑇𝑊 + 𝑎𝑆𝑇𝑆 + 𝑎𝑁𝑇𝑁 + 𝑏𝑃)
𝑛+1 (3.14) 
  
  
3.2 Caso de estudio: Problema de conducción bidimensional 
transitorio 
 
Ahora que ya se conoce la discretizacion de la ecuación de transferencia de calor por 
conducción, se pasará al estudio de un caso de aplicación, disponible en la referencia 
[1]. 
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El ejercicio a resolver consiste en una barra muy larga de sección cuadrada, compuesta 
por cuatro materiales diferentes (M1-M4, representados en diferentes colores en la 
Figura 3). Las coordenadas de los puntos P1 a P3 se dan en la Tabla 1 (obsérvese que 
la figura no está a escala). Las propiedades de los materiales se dan en la Tabla 2. Cada 
uno de los cuatro lados de la barra interacciona con el entorno de una manera diferente, 
como se describe en la Tabla 3. La temperatura inicial es T=8.00 °C en todo el dominio. 
 
 
Figura 3: Esquema general del problema de conducción disponible en la referencia [1] 
 
 
 
 
 
 
 
Tabla 1: Coordenadas del ejercicio de conducción 
 
 
 
 
 
 
 
Tabla 2: Propiedades físicas de los materiales del caso de conducción  
 
 
 x (m) y (m) 
P1 0.50 0.40 
P2 0.50 0.70 
P3 1.10 0.80 
 ρ (kg/m3) Cp (J/kg K) k (W/mK) 
M1 1500 750 170 
M2 1600 770 140 
M3 1900 810 200 
M4 2500 930 140 
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Pared Condiciones de contorno 
Inferior Isoterma a T= 23.0 oC 
Superior Flujo uniforme Qflow=60 W/m 
Izquierda En contacto con el aire a Tg=33.0 oC y coeficiente de transferencia de calor 
9 W/mK 
Derecha Temperatura uniforme T=8.00+0.005t (con t en segundos) 
 
Tabla 3: Condiciones de contorno del ejercicio de transferencia de calor por conducción  
El objetivo de este ejercicio es obtener el valor de las temperaturas en cada punto del 
dominio, para cada instante de tiempo, mediante un código en lenguaje C++. En 
particular se estudiará la evolución temporal de la temperatura de los puntos del dominio 
(0.65, 0.56) y (0.74, 0.72) para facilitar la representación gráfica de los resultados.  
 
3.2.1 Hipótesis de resolución 
 
Para la resolución de este ejercicio se han debido de formular las siguientes hipótesis: 
 Propiedades termofísicas constantes.  
 Estudio transitorio de las ecuaciones. 
 El cálculo de las ecuaciones será realizado para tiempos de 0 a 10000, con un 
incremento temporal de 1s.  
 Estudio bidimensional del caso, de manera que en las ecuaciones no se tendrá 
en cuenta la aportación de la profundidad.  
 Se utilizará un esquema de resolución implícito.  
 
3.2.2 Discretización del dominio y de las ecuaciones de conducción 
 
En la resolución de este ejercicio se ha escogido una discretización de nodos centrados, 
generando así volúmenes de control bidimensionales, en los cuales el nodo donde se 
evalúa la temperatura se halla en el centro. Utilizando este tipo de discretización es 
necesario que en los volúmenes de control generados no aparezca ninguno con 
diferentes materiales, de manera que se ha realizado una división horizontal y dos 
verticales aprovechando los límites impuestos por cada material, generando así una 
densidad de mallado diferente para cada uno de ellos.  
 
A la hora de evaluar la conductividad térmica en las caras entre nodos se realizará una 
media harmónica del valor, siguiendo la ecuación que se muestra a continuación, donde 
i es la cara de estudio.  
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𝜆𝑖 =
𝑑𝑃𝐼
𝑑𝑃𝑖
𝜆𝑃
+
𝑑𝑖𝐼
𝜆𝐼
 
(3.15) 
 
De esta manera, para dos nodos con igual conductividad térmica, la media harmónica 
dará éste valor, mientras que si los nodos son de materiales diferentes se obtendrá un 
valor ponderado con el tamaño de cada volumen de control. En la imagen que se 
muestra a continuación se puede observar el esquema de discretización que se ha 
seguido:  
 
Figura 4: Discretización del dominio del ejercicio de transferencia de calor por conducción  
Con la discretización del dominio mostrada se localizan 9 tipos diferentes de nodos, 
cada uno de ellos con una ecuación de transferencia de calor por conducción asociada. 
 
1. Franja de nodos inferior.  Como se muestra en la Tabla 3, esta franja de nodos 
se comportan como una isoterma a T=23 oC, de manera que a la hora de 
desarrollar el código se han ignorado los coeficientes de discretización obtenidos 
a partir de la ecuación de transferencia de calor por conducción, y se ha 
considerado directamente la temperatura a la que se halla, eliminándolos de esta 
manera del bucle iterativo del programa.  
 
2. Franja de nodos derecha. Debido a que también se trata de una pared de 
temperatura conocida, se ha procedido como con los nodos anteriores, pero esta 
vez indicando que para cada instante de tiempo la temperatura varia de manera 
proporcional al tiempo transcurrido.  
 
3. Franja de nodos superior. Como se puede observar en la Tabla 3, se trata de 
una franja que tiene un flujo de calor uniforme Qflow=60 W/m2. De esta manera, 
los coeficientes de discretización para este caso serían:  
Capítulo 3: Transferencia de calor por conducción 
Ángela Saludes López                                                       28 
 
 
Figura 5: Discretización del dominio de los nodos tipo 3 en el caso de conducción  
 
𝜌𝑃𝐶𝑝𝑉𝑃
∆𝑡
 (𝑇𝑃
𝑛+1 − 𝑇𝑝
𝑛)
= (−𝜆𝑤
𝑇𝑃 − 𝑇𝑊
𝑑𝑃𝑊
𝑆𝑤 − 𝜆𝑠
𝑇𝑃 − 𝑇𝑆
𝑑𝑃𝑆
𝑆𝑠 + 𝜆𝑒
𝑇𝐸 − 𝑇𝑃
𝑑𝑃𝐸
𝑆𝑒 +𝑄𝑓𝑙𝑜𝑤)
𝑛+1
 
(3.16) 
 
De esta ecuación obtenida, y agrupando términos se obtiene: 
 
𝑎𝑃𝑇𝑃
𝑛+1 = (𝑎𝐸𝑇𝐸 + 𝑎𝑊𝑇𝑊 + 𝑎𝑆𝑇𝑆 + 𝑎𝑁𝑇𝑁 + 𝑏𝑃)
𝑛+1 (3.17) 
 
Donde: 
𝑎𝑊 =
 𝜆𝑤 𝑆𝑤
𝑑𝑃𝑊
                𝑎𝑆 =
 𝜆𝑠 𝑆𝑠
𝑑𝑃𝑆
 (3.18), (3.19) 
  
                   𝑎𝑁 = 0                           𝑏𝑃 =
ρPCpVP
∆𝑡
Tp
n + 𝑄𝑓𝑙𝑜𝑤        (3.20), (3.21) 
  
                       𝑎𝐸 =
 𝜆𝑒 𝑆𝑒
𝑑𝑃𝐸
             𝑎𝑃 =
ρPCpVP
∆𝑡
+ 𝑎𝑊 + 𝑎𝐸 + 𝑎𝑆 + 𝑎𝑛       (3.22), (3.23) 
 
4. Franja de nodos izquierda: Estos nodos tienen convección con el exterior, de 
manera que su ecuación será de la siguiente manera:  
 
 
Figura 6: Discretización del dominio de los nodos tipo 4 en el caso de conducción 
𝜌𝑃𝐶𝑝𝑉𝑃
∆𝑡
 (𝑇𝑃
𝑛+1 − 𝑇𝑝
𝑛) = 
          (−𝜆𝑠
𝑇𝑃 − 𝑇𝑆
𝑑𝑃𝑆
𝑆𝑠 + 𝜆𝑒
𝑇𝐸 − 𝑇𝑃
𝑑𝑃𝐸
𝑆𝑒 + 𝜆𝑛
𝑇𝑁 − 𝑇𝑃
𝑑𝑃𝑁
𝑆𝑛 − 𝛼𝑔(𝑇𝑃 − 𝑇𝑔)𝐴𝑝)
𝑛+1
 
(3.24) 
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De la ecuación obtenida agruparemos términos para obtener una ecuación de la 
forma: 
𝑎𝑃𝑇𝑃
𝑛+1 = (𝑎𝐸𝑇𝐸 + 𝑎𝑊𝑇𝑊 + 𝑎𝑆𝑇𝑆 + 𝑎𝑁𝑇𝑁 + 𝑏𝑃)
𝑛+1 (3.25) 
 
Donde: 
                                𝑎𝑊 = 0                    𝑎𝑆 =
 𝜆𝑛 𝑆𝑛
𝑑𝑃𝑁
   (3.26), (3.27) 
  
   𝑎𝑁 =
 𝜆𝑛 𝑆𝑛
𝑑𝑃𝑁
                      𝑏𝑃 =
𝜌𝑃𝐶𝑝𝑉𝑃
∆𝑡
𝑇𝑝
𝑛 + 𝛼𝑔𝑇𝑔𝐴𝑝            (3.28), (3.29) 
  
𝑎𝐸 =
 𝜆𝑒 𝑆𝑒
𝑑𝑃𝐸
               𝑎𝑃 =
𝜌𝑃𝐶𝑝𝑉𝑃
∆𝑡
+ 𝑎𝑊 + 𝑎𝐸 + 𝑎𝑆 + 𝑎𝑛 + 𝛼𝑔𝐴𝑝 (3.30), (3.31) 
 
5. Nodo de la esquina superior izquierda. En el caso de esta esquina se debe 
hacer una ecuación de discretización específica ya que tiene tanto convección 
como un flujo de calor constante.  
 
Figura 7: Discretización del dominio del nodo tipo 5 en el caso de conducción 
    
𝜌𝑃𝐶𝑝𝑉𝑃
∆𝑡
 (𝑇𝑃
𝑛+1 − 𝑇𝑝
𝑛) = 
                             (−𝜆𝑠
𝑇𝑃 − 𝑇𝑆
𝑑𝑃𝑆
𝑆𝑠 + 𝜆𝑒
𝑇𝐸 − 𝑇𝑃
𝑑𝑃𝐸
𝑆𝑒 − 𝛼𝑔(𝑇𝑃 − 𝑇𝑔)𝐴𝑝 + 𝑄𝑓𝑙𝑜𝑤)
𝑛+1
 
(3.32) 
 
Agrupando términos se obtiene: 
 
𝑎𝑃𝑇𝑃
𝑛+1 = (𝑎𝐸𝑇𝐸 + 𝑎𝑊𝑇𝑊 + 𝑎𝑆𝑇𝑆 + 𝑎𝑁𝑇𝑁 + 𝑏𝑃)
𝑛+1  (3.33) 
 
Donde: 
𝑎𝑊 = 0                             𝑎𝑆 =
 𝜆𝑠 𝑆𝑠
𝑑𝑃𝑆
    (3.34),  (3.35)     
  
   𝑎𝑁 = 0                          𝑏𝑃 =
𝜌𝑃𝐶𝑝𝑉𝑃
∆𝑡
𝑇𝑝
𝑛 + 𝛼𝑔𝑇𝑔𝐴𝑝 + 𝑄𝑓𝑙𝑢𝑥              (3.36), (3.37) 
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𝑎𝐸 =
 𝜆𝑒 𝑆𝑒
𝑑𝑃𝐸
                 𝑎𝑃 =
𝜌𝑃𝐶𝑝𝑉𝑃
∆𝑡
+ 𝑎𝑊 + 𝑎𝐸 + 𝑎𝑆 + 𝑎𝑛 + 𝛼𝑔𝐴𝑝  (3.38), (3.39) 
                          
6. Nodo de la esquina superior derecha. En este caso se tienen dos opciones, o 
bien plantear el equilibrio de calor en el nodo, o bien, como este nodo también 
pertenece a la pared izquierda, establecer la temperatura directamente. En la 
resolución de este ejercicio se ha optado por establecer la temperatura, que 
como en los nodos de la franja derecha, depende del tiempo transcurrido.  
 
7. Nodo de la esquina inferior derecha. Análogamente al caso anterior, en esta 
esquina es donde se unen las dos paredes con temperaturas conocidas. Dado 
este caso, en la resolución del ejercicio se ha optado por establecer, como en 
los nodos de la franja inferior, directamente la temperatura de T=23 oC. 
 
8. Nodo de la esquina inferior izquierda. En este caso, se podría escoger entre 
la resolución del equilibrio de calor en este nodo, involucrando la convección, o 
bien, como también es un nodo perteneciente a la pared inferior, establecer 
directamente su temperatura. En este caso, se ha optado por establecer 
directamente la temperatura de T=23 oC en la resolución del código.  
 
9. Nodos centrales del dominio.  Son los nodos generales del dominio de estudio, 
en los cuales solo interviene la transferencia de calor por conducción. La 
ecuación de discretización de estos nodos es de la forma: 
 
 
Figura 8: Discretización del dominio del nodo tipo 9 en el caso de conducción 
𝜌𝑃𝐶𝑝𝑉𝑃
∆𝑡
 (𝑇𝑃
𝑛+1 − 𝑇𝑝
𝑛) = 
                (−𝜆𝑤
𝑇𝑃 − 𝑇𝑊
𝑑𝑃𝑊
𝑆𝑤 − 𝜆𝑠
𝑇𝑃 − 𝑇𝑆
𝑑𝑃𝑆
𝑆𝑠 + 𝜆𝑒
𝑇𝐸 − 𝑇𝑃
𝑑𝑃𝐸
𝑆𝑒 + 𝜆𝑛
𝑇𝑁 − 𝑇𝑃
𝑑𝑃𝑁
𝑆𝑛)
𝑛+1
 
(3.40) 
 
Ahora tan solo falta agrupar términos para dar a la ecuación un aspecto de la 
forma: 
𝑎𝑃𝑇𝑃
𝑛+1 = (𝑎𝐸𝑇𝐸 + 𝑎𝑊𝑇𝑊 + 𝑎𝑆𝑇𝑆 + 𝑎𝑁𝑇𝑁 + 𝑏𝑃)
𝑛+1   (3.41) 
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Donde:  
𝑎𝑊 =
 𝜆𝑤 𝑆𝑤
𝑑𝑃𝑊
                             𝑎𝑆 =
 𝜆𝑠 𝑆𝑠
𝑑𝑃𝑆
      (3.42), (3.43) 
  
𝑎𝑁 =
 𝜆𝑛 𝑆𝑛
𝑑𝑃𝑁
                               𝑎𝐸 =
 𝜆𝑒 𝑆𝑒
𝑑𝑃𝐸
  (3.44), (3.45) 
  
             𝑏𝑃 =
𝜌𝑃𝐶𝑝𝑉𝑃
∆𝑡
𝑇𝑝
𝑛               𝑎𝑃 =
𝜌𝑃𝐶𝑝𝑉𝑃
∆𝑡
+ 𝑎𝑊 + 𝑎𝐸 + 𝑎𝑆 + 𝑎𝑛     (3.46), (3.47) 
          
 
3.2.3 Algoritmo de resolución 
 
El algoritmo de resolución para resolver las ecuaciones planteadas, y en que se basa el 
código sigue la siguiente forma: 
 
1. Introducción de datos. 
 Físicos: Temperaturas conocidas, geometría, propiedades termofísicas, 
flujos de calor conocidos, etc. 
 Numéricos: Numero de nodos, incremento de tiempo, criterio de 
convergencia (δ). 
2. Cálculos previos: generación de la malla y geometría asociada. 
3. Asignación del mapa inicial de temperaturas para t=0: 𝑇𝑛 = 𝑇 
4. Establecimiento del incremento temporal: 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + ∆𝑡 
5. Temperatura supuesta necesaria para la resolución de sistema: 𝑇𝑛+1
∗
= 𝑇𝑛 
Esto implica que para cada mapa de temperaturas, el PC tomará como datos de 
entrada el mapa anterior. 
6. Cálculo de los coeficientes de discretización: aE, aS, aN, aW, aP, bP. 
7. Resolver ecuaciones de discretización. En este caso mediante un algoritmo 
line-by-line (combinación de TDMA con Gauss-Seidel). 
8. Convergencia de los resultados. ¿Es el máximo de |𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛+1
∗
| más 
pequeño que el criterio de convergencia (δ)? 
 Si es que sí, se pasa al siguiente punto (9), si es que no, se hace un 
update de datos  𝑇𝑛+1
∗
= 𝑇𝑛+1  y se vuelve al punto 6 para repetir el 
procedimiento. 
9. ¿Nuevo incremento de tiempo? Si es así, se establece 𝑇𝑛 = 𝑇𝑛+1 y se vuelve 
al punto 4 para repetir el proceso. Si es que no, se pasa al siguiente punto. 
10. Cálculos finales e impresión de resultados. 
11. Fin. 
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3.2.4 Análisis de los resultados obtenidos 
 
A continuación se mostrarán los resultados obtenidos mediante la simulación del código 
desarrollado para este ejercicio (disponibles en el anexo A.1). La simulación del ejercicio 
ha sido para una dimensión de malla de 100x150, siendo el dominio de estudio de 15000 
nodos. La precisión obtenida sería mejor con un mallado del dominio más denso, pero 
un aumento del número de nodos de estudio repercute en un mayor tiempo y esfuerzo 
de cálculo, que para un ejercicio tan sencillo no sería práctico.  
 
 
Figura 9: Mapa de temperaturas obtenido para un tiempo de 5000s 
En esta figura se puede apreciar el mapa de temperaturas obtenido con el código 
desarrollado, para un instante de tiempo de 5000 segundos (la mitad del intervalo de 
estudio). Para mejorar la compresión de la imagen se ha incluido las líneas divisorias 
entre materiales y las isotermas presentes a lo largo del cuerpo, que se observa como 
varían en cada material debido a sus diferentes propiedades físicas. Analizando la 
imagen se puede observar que en la pared inferior la temperatura se mantiene constante 
con el paso del tiempo y como la  temperatura de la pared derecha va aumentando de 
manera proporcional al tiempo transcurrido.  
 
Teniendo en cuenta los posibles errores de cálculo debidos a la precisión obtenida con 
la malla de trabajo, se puede observar como los resultados que se han obtenido son 
bastante similares a los mostrados en la figura que se muestra a continuación, 
resultados obtenidos por el CTTC (Centre Tecnològic de Transferència de Calor) de la 
UPC y presentes en la referencia [1].  
Capítulo 3: Transferencia de calor por conducción 
Ángela Saludes López                                                       33 
 
 
Figura 10: Mapa de temperaturas obtenido por el CTTC para un tiempo de 5000s 
Además en el enunciado se pedía la evolución de la temperatura con el tiempo para los 
dos puntos dados (0.65, 0.56), (0.74, 0.72).  
 
 
Figura 11: Evolución temporal de la temperatura en dos puntos del dominio  
En esta evolución temporal se puede observar como el nodo más próximo a la pared 
derecha aumenta su temperatura de manera más rápida que el nodo más alejado de 
esta, correspondiéndose con lo ya observado en el mapa de temperaturas. 
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CAPÍTULO 4: Ecuación de convección-difusión 
 
 
La ecuación de convección-difusión es una ecuación en derivadas parciales que 
describe el fenómeno físico mediante el cual la variable de estudio (ϕ) se transforma a 
causa del proceso de difusión y convección.   
 
Esta ecuación es el punto de partida del estudio de las ecuaciones de Navier-Stokes, 
ya que se puede particularizar tanto para conservación de la masa, cantidad de 
movimiento, como conservación de la energía, y es por esto que a lo largo de este 
capítulo se estudiará en profundidad esta ecuación, se mostrará una manera de 
discretizarla, y se aplicará a un conjunto de casos de estudio para entender su 
comportamiento cuando se trata de escribir un código CFD. (Los códigos 
correspondientes a los ejercicios realizados están presentes en los anexos A.2 y A.3). 
 
4.1 Formulación matemática y conceptos básicos de la 
ecuación de convección-difusión 
 
Para poder realizar el estudio de esta ecuación, un conjunto de hipótesis deben tenerse 
en cuenta por tal de simplificar su resolución. Si bien es cierto que esto implica reducir 
el campo de aplicación, es necesario de cara a la discretización del sistema. Dichas 
hipótesis son:   
 
 Un modelo bidimensional 
 Flujo laminar 
 Flujo incompresible 
 Fluido newtoniano 
 Propiedades físicas constantes en todo el volumen de control exceptuando el 
término de las fuerzas del cuerpo (Hipótesis de Boussinesq) 
 Disipación viscosa despreciable  
 Trabajo de compresión o expansión despreciable 
 Medio no participativo a la radiación 
 Fluido mono-componente y monofásico 
 
Teniendo esto en mente, la ecuación de convección-difusión es de la forma:  
 
𝜕𝜌𝜙
𝜕𝑡
+ ∇ · (𝜌?⃗?𝜙) = ∇ · (𝛤∇𝜙) + 𝑆 (4.1) 
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Dónde particularizando los valores de ϕ, 𝛤 y S adecuadamente, se obtienen las 
ecuaciones de Navier-Stokes, como se muestra en la siguiente tabla:  
 
Ecuación ϕ 𝛤 S 
Conservación de la masa 1 0 0 
Cantidad de movimiento en la dirección x u µ −
𝜕𝑝𝑑
𝜕𝑥
 
Cantidad de movimiento en la dirección y  v µ −
𝜕𝑝𝑑
𝜕𝑦
+ 𝜌𝑔𝛽(𝑇 − 𝑇∞) 
Conservación de la energía (Cp constante) T 
𝜆
𝐶𝑝
 
𝜙
𝐶𝑝
 
 
Tabla 4: Particularización de la ecuación de convección-difusión 
En este estudio se trabajara con la ecuación genérica anteriormente planteada (4.1), 
considerando un estado estacionario, y un valor de S=0 por tal de simplificar los cálculos 
y entender plenamente las características y particularidades de la ecuación de 
convección-difusión.  
 
De esta manera, se obtiene una ecuación de estudio de la forma: 
 
∇(𝜌?⃗?𝜙) = ∇(𝛤∇𝜙) (4.2) 
∇(𝜌?⃗?𝜙) − ∇(𝛤∇𝜙) = 0 (4.3) 
∇(𝜌?⃗?𝜙 − 𝛤∇𝜙) = 0 (4.4) 
 
Ahora haremos un cambio de variable, definiendo  𝐽 = 𝜌?⃗?𝜙 − 𝛤∇𝜙  por tal de simplificar 
los cálculos.  
∇𝐽 = 0 (4.5) 
𝜕𝐽𝑥
𝜕𝑥
+
𝜕𝐽𝑦
𝜕𝑦
= 0 (4.6) 
 
Una vez se tiene la ecuación de estudio se debe discretizarla para poder desarrollar un 
código CFD capaz de resolverla, es por ello que se establecerá una discretización del 
dominio bidimensional como la que se muestra en la Figura 12. 
 
Capítulo 4: Ecuación de convección-difusión 
Ángela Saludes López                                                       36 
 
 
Figura 12: Discretización de los puntos del dominio 
 
Con ello, se procederá a integrar la ecuación (4.6). 
 
∫
𝜕𝐽𝑥
𝜕𝑥
 𝑑𝑥 + ∫
𝜕𝐽𝑦
𝜕𝑦
𝑛
𝑠
𝑒
𝑤
𝑑𝑦 = 0 (4.7) 
 
Obteniendo: 
𝐽𝑒 − 𝐽𝑤 + 𝐽𝑛 − 𝐽𝑠 = 0 (4.8) 
 
Deshaciendo el cambio de variable realizado, se tiene la ecuación de la forma:  
 
(𝜌𝑒𝑢𝑒𝜙𝑒 − 𝛤𝑒 (
𝜙𝐸 − 𝜙𝑃
𝑑𝑃𝐸
)𝑆𝑒) − (𝜌𝑤𝑢𝑤𝜙𝑤 − 𝛤𝑤 (
𝜙𝑃 −𝜙𝑊
𝑑𝑃𝑤
)𝑆𝑤)
+ (𝜌𝑛𝑣𝑛𝜙𝑛 − 𝛤𝑛 (
𝜙𝑁 − 𝜙𝑃
𝑑𝑃𝑁
)𝑆𝑛) − (𝜌𝑠𝑣𝑠𝜙𝑠 − 𝛤𝑠 (
𝜙𝑃 − 𝜙𝑆
𝑑𝑃𝑆
)𝑆𝑠)
= 0 
(4.9) 
 
Teniendo en mente las hipótesis iniciales, ρ es una propiedad termofísica constante a 
lo largo del dominio de estudio.  
 
𝜌𝑢𝑒𝜙𝑒 − 𝛤𝑒 (
𝜙𝐸 − 𝜙𝑃
𝑑𝑃𝐸
)𝑆𝑒 − 𝜌𝑢𝑤𝜙𝑤 + 𝛤𝑤 (
𝜙𝑃 − 𝜙𝑊
𝑑𝑃𝑤
)𝑆𝑤 + 𝜌𝑣𝑛𝜙𝑛
− 𝛤𝑛 (
𝜙𝑁 − 𝜙𝑃
𝑑𝑃𝑁
)𝑆𝑛 − 𝜌𝑣𝑠𝜙𝑠 + 𝛤𝑠 (
𝜙𝑃 −𝜙𝑆
𝑑𝑃𝑆
) 𝑆𝑠 = 0 
(4.10) 
 
Con la ecuación de convección-difusión discretizada en el dominio de estudio, se debe 
proceder en la evaluación de ϕ en las paredes del volumen de control. Para ello se usará 
un esquema numérico de resolución (presentes en el capítulo 2), que en el caso del 
problema de Smith-Hutton será Upwind Difference Scheme (UDS), mientras que para el 
resto de casos de estudio se utilizará Exponential Difference Scheme (EDS). De esta 
manera se evaluará diferente el valor de α para cada caso.  
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𝜙𝑒 −𝜙𝑃
𝜙𝐸 − 𝜙𝑃
= 𝛼𝑒                  →                𝜙𝑒 = 𝛼𝑒(𝜙𝐸 − 𝜙𝑃) + 𝜙𝑃 (4.11) 
   
𝜙𝑤 − 𝜙𝑊
𝜙𝑃 − 𝜙𝑊
= 𝛼𝑤                →                 𝜙𝑤 = 𝛼𝑤(𝜙𝑃 − 𝜙𝑊) + 𝜙𝑊 (4.12) 
 
𝜙𝑛 − 𝜙𝑃
𝜙𝑁 − 𝜙𝑃
= 𝛼𝑛                  →                   𝜙𝑛 = 𝛼𝑛(𝜙𝑁 − 𝜙𝑃) + 𝜙𝑃 (4.13) 
𝜙𝑠 − 𝜙𝑆
𝜙𝑃 − 𝜙𝑆
= 𝛼𝑠                   →                   𝜙𝑠 = 𝛼𝑠(𝜙𝑃 − 𝜙𝑆) + 𝜙𝑆 (4.14) 
 
Substituyendo en la ecuación (4.10) y simplificando se obtiene: 
 
𝜌𝑢𝑒[𝛼𝑒𝜙𝐸 + 𝜙𝑃(1 − 𝛼𝑒)] − 𝛤𝑒 (
𝜙𝐸 − 𝜙𝑃
𝑑𝑃𝐸
)𝑆𝑒 − 𝜌𝑢𝑤[𝜙𝑊(1 − 𝛼𝑤) + 𝛼𝑤𝜙𝑃]
+ 𝛤𝑤 (
𝜙𝑃 − 𝜙𝑊
𝑑𝑃𝑤
)𝑆𝑤 +  𝜌𝑣𝑛[𝛼𝑛𝜙𝑁 +𝜙𝑃(1 − 𝛼𝑛)]
− 𝛤𝑛 (
𝜙𝑁 − 𝜙𝑃
𝑑𝑃𝑁
)𝑆𝑛 − 𝜌𝑣𝑠[𝜙𝑆(1 − 𝛼𝑠) + 𝛼𝑠𝜙𝑃] = 0  
(4.15) 
 
De esta ecuación, agrupando términos, se obtendrá una ecuación de la forma: 
 
𝑎𝑃𝜙𝑃  = 𝑎𝐸𝜙𝐸 + 𝑎𝑊𝜙𝑊 + 𝑎𝑆𝜙𝑆 + 𝑎𝑁𝜙𝑁 (4.16) 
 
Dónde: 
𝑎𝐸 =
𝛤𝑒𝑆𝑒
𝑑𝑃𝐸
− 𝜌𝑢𝑒𝛼𝑒       (4.17) 
𝑎𝑊 = 𝜌𝑢𝑤(1 − 𝛼𝑤) +
𝛤𝑤𝑆𝑤
𝑑𝑃𝑊
 (4.18) 
𝑎𝑁 =
𝛤𝑛𝑆𝑛
𝑑𝑃𝑁
− 𝜌𝑣𝑛𝛼𝑛       (4.19) 
𝑎𝑆 = 𝜌𝑢𝑠(1 − 𝛼𝑠) +
𝛤𝑠𝑆𝑠
𝑑𝑃𝑆
 (4.20) 
𝑎𝑃 = 𝑎𝐸 + 𝑎𝑊 + 𝑎𝑁 + 𝑎𝑆 + 𝜌(𝑢𝑒 − 𝑢𝑤 + 𝑣𝑛 − 𝑣𝑠) (4.21) 
 
 
Tras todo este proceso se obtiene la ecuación de convección-difusión discretizada en 
un mallado determinado, y se puede aplicar a diferentes casos de estudio como se 
puede observar en el siguiente apartado.  
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4.2 Casos de estudio 
 
Una vez conocemos la forma que debe tener la ecuación de estudio discretizada, se 
procederá a su aplicación en 4 casos diferentes de estudio, que se pueden encontrar en 
la referencia [2]. Primero de todo, se mostrará el tipo de mallado y discretización usado 
en todos ellos, además de plantear el algoritmo de resolución que se seguirá, para 
comprender de manera más clara el procedimiento seguido y los resultados obtenidos.  
  
4.2.1 Discretización del dominio y algoritmo de resolución  
 
Para la resolución de los ejercicios que se mostrarán más adelante se han tenido en 
cuenta diferentes discretizaciones y métodos de resolución, expuestos en el capítulo 2. 
Para los casos de estudio de flujo unidimensional y flujo diagonal se ha realizado una 
discretización de caras centradas con volúmenes de control sin superficie en el contorno 
(Figura 13), y se ha resuelto mediante un esquema numérico Exponential Difference 
Scheme (EDS), ya que se obtiene una gran precisión, mientras que para el ejercicio de 
flujo solenoide, o problema de Smith-Hutton, se ha realizado una discretización de nodos 
centrados (Figura 14) con un esquema numérico Upwind Difference Scheme (UDS), ya 
que muestra resultados más estables. (Los ejercicios de flujo unidimensional y flujo 
diagonal se encuentran en el anexo A.2 mientras que el problema de Smith-Hutton se 
en el anexo A.3). 
 
 
Figura 13: Discretización del dominio con caras centradas y volúmenes de control sin superficie en el 
contorno  
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Figura 14: Discretización del dominio con nodos centrados 
Mediante estos mallados y la ecuación discretizada vista en el anterior apartado (4.15) 
se procederá a la resolución de cada uno de los casos mediante el siguiente algoritmo 
de resolución. 
 
1. Introducción de datos. 
 Físicos: Valores de ϕ conocidos, geometría, propiedades termofísicas, 
etc. 
 Numéricos: Numero de nodos, criterio de convergencia (δ). 
2. Cálculos previos: generación de la malla y geometría asociada. 
3. Asignación del mapa inicial de ϕ. 
4. Valor de ϕ supuesto necesario para realizar el proceso iterativo. ϕ*=ϕ (del mapa 
inicial). 
5. Cálculo de los coeficientes de discretización: aE, aS, aN, aW, aP. 
6. Resolver ecuaciones de discretización. En este caso, los casos de flujo 
unidimensional y flujo diagonal se han resuelto mediante un algoritmo  Gauss-
Seidel, mientras que el caso del problema de Smith-Hutton se ha optado por un 
algoritmo TDMA.  
7. Convergencia de los resultados. ¿Es el máximo de |𝜙 − 𝜙∗| más pequeño que 
el criterio de convergencia (δ)? 
 Si es que sí, se pasa al siguiente punto (8), si es que no, se hace un 
update de datos  𝜙∗ = 𝜙  y se vuelve al punto 5 para repetir el 
procedimiento. 
8. Cálculos finales e impresión de resultados. 
9. Fin. 
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4.2.2 Flujo unidimensional con variación unidimensional de ϕ en la 
dirección del flujo 
 
 
Figura 15: Variación de la variable ϕ en la dirección del flujo 
La solución analítica de este problema es conocida, siendo una función exponencial 
para un valor dado del campo de velocidades.  
 
El campo de velocidades es de la forma:  
 
{
𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑈𝑜
𝑣(𝑥, 𝑦) = 0
 (4.22) 
Y la solución analítica:  
𝜙 − 𝜙0 
𝜙𝐿 − 𝜙0
=
𝑒
𝑃𝑒𝑥
𝐿 − 1
𝑒𝑃𝑒 − 1
 (4.23) 
 
Dónde Pe es el número adimensional de Péclet (𝑃𝑒 =
𝜌𝑢𝐿
𝛤
) .  
 
Partiendo de estos valores, y considerando las condiciones de contorno del enunciado 
(mostradas en la Figura 15), se debe particularizar la ecuación discretizada de 
convección-difusión (4.15) para los diferentes tipos de nodos que se observan.  
 
En este caso de estudio se tienen 5 tipos de nodos, de los que se hablará brevemente 
a continuación.  
 
1. Nodos superiores: se han determinado como volúmenes de control sin 
superficie, de manera que tan solo tendrán componente as  y ap, ambos con valor 
igual a 1.  
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2. Nodos inferiores: análogamente a los nodos superiores, en este caso solo se 
tendrá componente an y ap, ambos con valor 1.  
3. Nodos lateral derecho: en este caso el valor de la variable es conocido, por lo 
que se impondrá directamente el valor ϕP=ϕL. 
4. Nodos lateral izquierdo: de manera análoga a los nodos del lateral derecho, al 
conocer el valor de la variable, impondremos ϕP=ϕ0 
5. Nodos centrales: en este caso, tendremos los valores de aP, aS, aN, aE, aW, que 
se han mostrado discretizados en el apartado 4.1 de este capítulo (fórmulas 4.17 
a 4.20). 
 
Con esta particularización de la discretización y mediante el algoritmo de resolución 
anteriormente planteado, los resultados obtenidos son los que se muestran.  
 
 
Figura 16: Representación de los resultados simulados vs. los resultados analíticos para diferentes 
valores de Pe 
 
Como se puede observar en la Figura 16, los resultados obtenidos de las simulaciones 
mediante el código CFD programado (disponible en el anexo A.2) se corresponden con 
los valores analíticos que se esperaban obtener. Además en la figura se puede observar 
la influencia que tiene el número de Péclet en el comportamiento de la variable a lo largo 
del dominio.    
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4.2.3 Flujo unidimensional con variación unidimensional de ϕ en 
dirección perpendicular al flujo 
 
 
Figura 17: Variación de la variable ϕ en la dirección perpendicular al flujo 
 
Como en el caso anterior, la solución analítica para el caso estacionario es una función 
conocida para un campo de velocidades dado.  
 
En este ejercicio el campo de velocidades es de la forma: 
 
{
𝑢(𝑥, 𝑦) = 0
𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑉𝑜
 (4.24) 
 
Y la solución analítica tiene la forma que se muestra a continuación.  
 
𝜙 = 𝜙0 +
𝜙𝐿 − 𝜙0
𝐿
𝑥 (4.25) 
 
Teniendo en mente la forma de los valores que se deben conseguir mediante el código 
de programación, y conociendo las condiciones de contorno que particularizan este caso 
(presentes en la Figura 17), se deberá adaptar la ecuación discretizada (4.15) para los 
diferentes tipos de nodo que se pueden observar. Análogamente al caso de estudio 
anterior, se tienen 5 tipos de nodos, de los que se hablará una breve descripción a 
continuación.  
 
1. Nodos superiores: se han determinado como volúmenes de control sin 
superficie, de manera que tan solo tendrán componente as  y ap, ambos con valor 
igual a 1.  
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2. Nodos inferiores: análogamente a los nodos superiores, en este caso solo se 
tendrá componente an y ap, ambos con valor 1.  
3. Nodos lateral derecho: en este caso el valor de la variable es conocido, por lo 
que se impondrá directamente el valor ϕP=ϕL. 
4. Nodos lateral izquierdo: de manera análoga a los nodos del lateral derecho, al 
conocer el valor de la variable, impondremos ϕP=ϕ0 
5. Nodos centrales: en este caso, tendremos los valores de aP, aS, aN, aE, aW, que 
se han mostrado discretizados en el apartado 4.1 de este capítulo (fórmulas 4.17 
a 4.20). 
 
Con la anterior particularización de la discretización se obtienen unos resultados de la 
forma: 
 
Figura 18: Representación de los resultados simulados vs. los resultados analíticos 
 
En este caso, los resultados numéricos obtenidos debían ser idénticos a los resultados 
analíticos, independientemente de la densidad de la malla y del esquema numérico 
utilizado. En la Figura 18 se puede observar como los resultados obtenidos se 
corresponden con el resultado analítico esperado.  
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4.2.4 Flujo diagonal  
 
 
Figura 19: Flujo diagonal 
 
Si el flujo está en la diagonal principal, y las condiciones de contorno son las que se 
muestran en la imagen, la solución de este problema es conocida para un numero de 
Péclet infinito (o lo suficientemente grande comparado con las magnitudes de las 
variables del problema). 
 
El campo de velocidades en este caso es de la forma: 
 
{
𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑉0 · 𝑐𝑜𝑠(𝛼)
𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑉0 · 𝑠𝑖𝑛 (𝛼)
 (4.26) 
 
Y la solución debe cumplir que: 
 
{
𝜙 = 𝜙1         𝑝𝑜𝑟 𝑒𝑛𝑐𝑖𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑑𝑖𝑎𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙
𝜙 = 𝜙2         𝑝𝑜𝑟 𝑑𝑒𝑏𝑎𝑗𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑑𝑖𝑎𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙
 (4.27) 
 
Teniendo esto en mente, la particularización de la discretización de los diferentes tipos 
de nodos para este caso se corresponde con lo que se muestra a continuación.  
 
1. Nodos superiores y del lateral izquierdo: en este caso, el valor de la variable 
de estudio ϕ es conocido, por lo que se impondrá directamente su valor ϕP=ϕ1.  
2. Nodos inferiores y del lateral derecho: análogamente a los nodos anteriores 
el valor de la variable es conocido y se impondrá ϕP=ϕ2. 
3. Nodos centrales: en este caso, tendremos los valores de aP, aS, aN, aE, aW, que 
se han mostrado discretizados en el apartado 4.1 de este capítulo (fórmulas 4.17 
a 4.20). 
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Con estos valores de discretización, y mediante el algoritmo planteado, se han obtenido 
diferentes resultados para comprobar la eficiencia del código CFD programado. Primero 
se ha simulado el ejercicio para una malla de 100x100 con diferentes valores de Pe 
como se puede observar en la Figura 20. 
 
 
 
Figura 20: Representación de los valores simulados de Phi para una malla 100x100 y valores de Pe 
iguales a 1, 100, 1000 
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Como se puede observar, el ejercicio es sensible al valor del Péclet simulado. Para 
valores bajos se obtiene una gran zona de difusión donde la variable no tiene el valor 
esperado, y al ir aumentando el número de Péclet se ve como esa difusión se va 
reduciendo, y el resultado se aproxima al teórico. 
 
No obstante, el ejercicio también es sensible al mallado utilizado, como se puede 
observar en la Figura 21. Para mallas menos densas se produce el fenómeno conocido 
como falsa difusión, donde parece que haya más difusión de la que realmente hay, como 
si el valor del Péclet simulado fuese inferior al real, mientras que para mallas más 
densas, se reduce la difusión, y el valor obtenido se acerca más al ideal.   
 
 
 
 
Figura 21: Representación de los valores simulados de Phi  para un Pe=1000 y valores de malla 200x200 
y 500x500 
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4.2.5 Flujo solenoidal  
 
Figura 22: Flujo solenoide (Problema de Smith-Hutton) 
Este problema es también conocido como el problema de Smith-Hutton y presenta la 
particularidad de que el flujo se mueve de manera solenoidal, de manera que para un 
dominio rectangular como el que se observa en la imagen, el campo de velocidades es 
de la forma: 
{
𝑢(𝑥, 𝑦) = 2𝑦(1 − 𝑥2)
𝑣(𝑥, 𝑦) = −2𝑥(1 − 𝑦2)
 (4.28) 
 
Y las condiciones de contorno de la variable de estudio son las que se muestran a 
continuación, donde el valor de α debe ser 10 para este ejercicio: 
 
(4.29) 
Con estas condiciones, a continuación se mostrará brevemente la discretización del 
dominio utilizada, y se comentarán los resultados obtenidos.   
 
En este caso de estudio particular, la discretización del dominio se realizó en dos partes 
a lo largo del eje x, debido a las diversas condiciones de contorno que se tienen. De 
esta manera se estableció un numero de nodos de en el intervalo -1<x<0, y otro número 
de nodos de 0<x<1, para que fuese más fácil establecer los valores del problema. De 
esta manera se obtienen 4 tipos de nodos: 
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1. Nodos superiores y de los laterales derecho e izquierdo: el valor de la 
variable en este conjunto de nodos es conocido, por lo que se ha establecido 
directamente su valor 𝜙 = 1 − tanh  [𝛼]. 
2. Nodos inferiores de -1<x<0: en este rango de nodos, el valor de ϕ es conocido 
y depende de la posición en x en la que estemos, por lo que se ha impuesto 
directamente el valor 𝜙 = 1 + tanh[(2𝑥 + 1)𝛼]. 
3. Nodos inferiores de 0<x<1: en este caso, el valor de la variable en este sector 
del contorno no es conocido, y se establecerán los valores aP, aN, aE, aW  
obtenidos en 4.1, mientras que el valor de aS=0.  
4. Nodos centrales: en este caso, tendremos los valores de aP, aS, aN, aE, aW, que 
se han mostrado discretizados en el apartado 4.1 de este capítulo (fórmulas 4.17 
a 4.20). 
 
Utilizando la discretización obtenida, los resultados conseguidos para el ejercicio de 
Smith-Hutton son los que se muestran en la Tabla 5, donde se comparan con los 
resultados de referencia numéricos proporcionados por el CTTC de la UPC, disponibles 
en la referencia [2]. 
 
  ρ/Γ = 10 ρ/Γ = 1.000 ρ/Γ = 1.000.000 
Posición X Referencia Simulación Referencia Simulación Referencia Simulación 
0 1,989 1,7797 2 1,9996 2 2,000 
0,1 1,402 1,3585 1,999 1,9992 2 2,000 
0,2 1,146 1,1162 1,9997 1,9997 2 2,000 
0,3 0,946 0,9228 1,985 1,9879 1,999 1,999 
0,4 0,775 0,7551 1,841 1,7899 1,964 1,937 
0,5 0,621 0,6040 0,951 0,9514 1 0,972 
0,6 0,48 0,4653 0,154 0,1708 0,036 0,059 
0,7 0,349 0,3365 0,001 0,0090 0,001 0,001 
0,8 0,227 0,2157 0 0,0002 0 0,000 
0,9 0,111 0,1008 0 0,0000 0 0,000 
1 0 0,0000 0 0,0000 0 0,000 
 
Tabla 5: Comparación de los resultados de Phi  de la simulación con los de referencia para diferentes 
valores de ρ/𝛤 
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Como se puede observar, en esta tabla se comparan los valores obtenidos para 
diferentes valores del parámetro ρ/𝛤, que en este caso se comportaría como el número 
de Péclet de los casos de estudio anteriores, evaluando así los efectos de la difusión 
frente al efecto de la convección. Además, las simulaciones se han realizado para 
diferentes densidades del mallado, para obtener así una mayor precisión de los 
resultados, de esta manera para ρ/𝛤=10 se ha utilizado una malla 200x100 mientras que 
para los casos ρ/𝛤=1.000 y ρ/𝛤=1.000.000 la malla utilizada es de 1400x700.  
 
 εr (%) 
Posición X ρ/Γ = 10 ρ/Γ = 1e3 ρ/Γ = 1e6 
0 10,522 0,019 0,000 
0,1 3,104 0,008 0,000 
0,2 2,597 0,001 0,001 
0,3 2,450 0,145 0,007 
0,4 2,570 2,776 1,366 
0,5 2,733 0,042 2,808 
0,6 3,057 10,905 64,888 
0,7 3,575 797,467 17,362 
0,8 4,961 0,000 0,000 
0,9 9,174 0,000 0,000 
1 0,000 0,000 0,000 
 
Tabla 6: Cálculo del error relativo cometido en la simulación en función de la posición y el valor de ρ/𝛤 
 
En la Tabla 6 se muestra el error relativo cometido en la obtención de los valores 
simulados frente a los de referencia. Se puede observar que los resultados obtenidos 
para ρ/𝛤=10 son mayores que los de los otros dos casos. Eso es debido a la malla 
utilizada, por lo que se puede ver, que la densidad de la malla es un factor importante a 
la hora de obtener unos resultados precisos. Por otra parte, los valores marcados en 
rojo son aquellos que muestran valores muy elevados frente al resto de valores, siendo 
producido por el bajo orden de magnitud del valor de estudio.   
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Finalmente, en la Figura 23 se pueden observar los resultados comentados de manera 
gráfica. Como se ha mencionado anteriormente, se puede apreciar que en la primera 
imagen, correspondiente a ρ/𝛤=10 y malla de 200x100, la difusión presente en el 
dominio es más elevada que en los otros dos casos, debido al bajo termino convectivo, 
mientras que en los otros dos casos, para valores de ρ/𝛤 más elevados y una densidad 
de malla mayor, la difusión es menor, y se ve el fuerte efecto de la convección, moviendo 
el fluido según la geometría del campo de velocidades.  
 
 
 
 
Figura 23: Representación de los valores simulados de Phi para los diferentes casos tratados y mallas 
mencionadas (Pe=10, 100, 1000 respectivamente)  
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CAPÍTULO 5: Fractional Step Method 
 
 
Tras el estudio de la ecuación de convección-difusión en el capítulo anterior, es 
necesario avanzar y profundizar en  la resolución numérica de las ecuaciones de Navier-
Stokes. Es por ello que a lo largo de este capítulo se introducirá un nuevo método de 
resolución de estas ecuaciones, conocido como fractional step method, mediante el cual 
se podrá resolver el acoplamiento producido entre el campo de velocidades y la presión 
presente en las ecuaciones de Navier-Stokes, siendo de particular interés el caso de 
aplicación y estudio escogido, conocido por el nombre de Driven Cavity.  
 
5.1 Formulación matemática y conceptos básicos sobre 
fractional step method. 
 
Fractional step method (FSM) es una técnica de resolución de las ecuaciones de Navier-
Stokes para estado transitorio y flujos incompresibles muy utilizada actualmente debido 
a su simplicidad a la hora de realizar su programación en un código CFD.  
 
Para plantear las características del FSM se deberá partir de las ecuaciones de cantidad 
de movimiento y conservación de la masa en su forma diferencial, donde se ha 
despreciado la aportación del término de la gravedad. 
 
𝜌
𝜕?⃗⃗?
𝜕𝑡
+ (𝜌?⃗⃗? ∙ ∇)?⃗⃗? = −∇𝑃 + 𝜇𝑜∇
2?⃗⃗? (5.1) 
∇ ∙ ?⃗⃗? = 0 (5.2) 
 
Para poder trabajar de una manera más cómoda, se debe arreglar la ecuación de 
cantidad de movimiento  para que quede de la forma: 
 
𝜌
𝜕?⃗⃗?
𝜕𝑡
= 𝑅(?⃗⃗?) − ∇𝑃 (5.3) 
𝑅(?⃗⃗?) = −(𝜌?⃗⃗? ∙ ∇)?⃗⃗? + 𝜇∆?⃗⃗? (5.4) 
 
Aplicando el método de Adams-Brashforth para extrapolaciones lineales, se integrará la 
ecuación (5.3) para el tiempo 𝑡 = 𝑛 +
1
2
. 
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Figura 24: Método de Adams-Brashforth para extrapolaciones lineales 
𝜌
𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛
∆𝑡
=
3
2
𝑅(𝑢𝑛) −
1
2
𝑅(𝑢𝑛−1) − ∇𝑃𝑛+1 (5.5) 
 
De esta ecuación integrada lo conocemos todo menos el gradiente de presiones y el 
valor de la velocidad en el instante de estudio. Además, por la ecuación de conservación 
de la masa, se debe cumplir que la divergencia de la velocidad sea nula ( ∇ ∙ 𝑢𝑛+1 = 0).  
 
Teniendo la ecuación (5.5) en mente, se deberá aplicar el teorema de Helmholtz-Hodge:  
Dado un campo vectorial w, definido en un dominio acotado Ω, con condiciones de 
contorno suaves δΩ, este se descompone de forma única en el gradiente de un campo 
escalar  y en un vector libre de divergencia paralelo a δΩ.  
 
?⃗⃗⃗? = ?⃗? + ∇𝜑  (5.6) 
Donde, 
∇ ∙ ?⃗? = 0               𝑎 ∈ 𝛺 (5.7) 
 
Introduciendo este concepto en la ecuación de cantidad de movimiento, se obtendrá lo 
que a partir de ahora será llamado como velocidad predicha.  
 
?⃗⃗?𝑃 = ?⃗⃗?𝑛+1 +
∆𝑡
𝜌
∇𝑃𝑛+1 (5.8) 
 
De esta manera, la ecuación de cantidad de movimiento será de la forma: 
 
𝜌
𝑢𝑃 − 𝑢𝑛
∆𝑡
=
3
2
𝑅(𝑢𝑛) −
1
2
𝑅(𝑢𝑛−1) (5.9) 
 
Siendo desconocido únicamente el valor de uP. Una vez  se tenga calculado, se deberá 
aplicar la divergencia a la ecuación (5.8) para proceder con el cálculo de la presión.   
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∇ ∙ 𝑢𝑃 = ∇ ∙ 𝑢𝑛+1 + ∇ ∙ (
∆𝑡
𝜌
∇𝑃𝑛+1) (5.10) 
  
De donde se sabe que ∇ ∙ 𝑢𝑛+1 = 0, de manera que agrupando términos, la ecuación 
quedará de la forma:  
∆𝑃𝑛+1 =
𝜌
∆𝑡
∇ ∙ 𝑢𝑃 (5.11) 
 
Ecuación conocida como la ecuación de Poisson para la presión, mediante la cual se 
podrá calcular el valor del gradiente de presiones ∇𝑃𝑛+1. De esta manera, con todos 
estos cálculos, se podrá proceder pues en el cálculo de la velocidad en el punto de 
estudio, que era el objetivo inicial.  
 
𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑃 −
∆𝑡
𝜌
∇𝑃𝑛+1 (5.12) 
 
A modo de resumen de lo expuesto anteriormente, el FSM consiste en la resolución de 
las ecuaciones que aparecen a continuación en el orden que se muestran, teniendo en 
cuenta algunas particularidades que se comentarán.   
 
{
 
 
 
 𝑢𝑝 =  𝑢𝑛 +  
∆𝑡
𝜌
[
3
2
𝑅(𝑢𝑛) −
1
2
𝑅(𝑢𝑛−1)]
∆𝑝𝑛+1 =
𝜌
∆𝑡
𝛻 · 𝑢𝑝
𝑢𝑛+1 =  𝑢𝑝 −  
∆𝑡
𝜌
𝛻𝑝𝑛+1
 (5.13) 
 
Es decir, se deberá calcular una velocidad predicha, mediante la cual, teniendo en 
cuenta que la velocidad que se busca debe cumplir la ecuación de conservación de la 
masa, se obtendrá la ecuación de Poisson de la presión, a partir de la cual se obtendrá 
el gradiente de presiones, y con él la velocidad.  
 
5.1.1 Mallas desplazadas (staggered meshes) 
 
Tal y como se ha expuesto la resolución de las ecuaciones de Navier-Stokes mediante 
FSM, utilizando una malla estructurada como las utilizadas a lo largo de todo el trabajo, 
se obtienen campos de velocidades para distribuciones de presión que no cumplen las 
leyes físicas. Esto es debido al desacoplamiento que aparece en el cálculo de la 
velocidad y la presión, conocido como “checkerboard problem” y que debe ser 
solucionado abordando el problema mediante mallas conocidas como “staggered 
meshes” o mallas desplazadas.  
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El “checkerboard problem” se produce cuando al discretizar la ecuación de la velocidad 
un+1 (5.12), el resultado obtenido en el nodo de estudio P para el valor de ∇𝑃𝑛+1 no 
depende del valor de la presión en ese punto, PPn+1. Esto produce que el valor de la 
velocidad que se obtiene no sea el real, y por tanto, aunque el programa converja, no lo 
hará en el valor correcto.  
 
Para solucionar el problema mencionado se deben aplicar mallas escalonadas o 
“staggered meshes”, cuyo procedimiento consiste en utilizar un mallado diferente para 
cada componente de la velocidad y la presión, de manera que al tener los puntos de 
evaluación de las propiedades desplazados se consigue acoplar los resultados de la 
presión con los de la velocidad con el fin de obtener resultados físicamente realistas.  
 
 
Figura 25: Staggered meshes utilizadas en la resolución de las ecuaciones de N-S con FSM 
De esta manera, como se puede observar en la Figura 25, se tiene una malla para P, 
correspondiente al tipo de mallado que se ha ido utilizado a lo largo de los casos de 
estudio presentes en este trabajo, y dos mallas desplazadas respecto a esta, una para 
el cálculo de la componente de la velocidad horizontal (u) y otra para el cálculo de la 
componente vertical (v).  
 
5.1.2 Determinación del incremento de tiempo Δt 
 
En términos de discretización temporal, el FSM es un método explicito, y como se 
comentó en el capítulo 2, el valor de la variable de estudio en el instante de cálculo 
depende solo de los valores del instante anterior. Al tratarse de un método que predice 
lo que pasará a partir de lo que ya se conoce, puede presentar problemas de 
convergencia, tanto si el mallado no es lo suficientemente denso, como si el incremento 
de tiempo entre cálculo y cálculo no es lo suficientemente pequeño.  
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Es por ello que se debe prestar atención al valor del incremento temporal que se utiliza 
en el código CFD para evitar la posible inestabilidad numérica. Para ello se realizará un 
cálculo del incremento temporal máximo que se puede tomar para que el riesgo de 
divergencia de los resultados desaparezca, teniendo este proceso dos restricciones que 
marcaran el cálculo del Δt, la restricción convectiva y la restricción difusiva.  
 
𝛥𝑡𝑐 = min(
∆𝑥
|𝑢|
· 0′35) 
 
(5.14) 
∆𝑡𝑑 = min(
𝜌∆𝑥2
𝜇
· 0′2) 
 
(5.15) 
∆𝑡 = min(𝛥𝑡𝑐 , ∆𝑡𝑑)  (5.16) 
 
De esta manera se conseguirá un incremento de tiempo menor al que una partícula 
tardaría en recorrer un volumen del control del estudio de la malla, siendo posible así 
evaluar correctamente las propiedades del fluido.  
 
5.2 Caso de estudio: Driven Cavity 
 
Para poner en práctica todo lo enunciado a lo largo de los apartados anteriores, se 
realizará el estudio de un fluido impulsado dentro de una cavidad cuadrada a partir de 
las ecuaciones de Navier-Stokes en dos dimensiones para flujo incompresible, de 
manera que sea posible utilizar el FSM.  
 
En la figura que se muestra a continuación (Figura 26) se encuentra el dominio del 
ejercicio, con las condiciones de contorno que se utilizarán. En este ejercicio se 
analizará el dominio para diferentes valores de Reynolds (𝑅𝑒 =
𝜌𝑈𝑜𝐿
𝜇
), de manera que 
se pueda observar que para bajos Reynolds, el término difusivo tiene mayor peso dentro 
de la ecuación de cantidad de movimiento, mientras que para valores altos de Reynolds 
el término que domina en la ecuación es el de convección. 
 
 Cabe destacar que los resultados que se obtengan en este estudio serán comparados 
con los resultados de que obtuvo Ghia en su estudio de un fluido en las mismas 
condiciones que se simularán. (Los resultados de referencia se encuentran en [3]). 
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Figura 26: Ejercicio Driven Cavity 
 
5.2.1 Hipótesis de resolución  
 
Para la resolución del ejercicio se tendrán en cuenta las siguientes hipótesis: 
 Propiedades físicas constantes.  
 Estudio transitorio de las ecuaciones. 
 Estudio bidimensional del caso, de manera que en las ecuaciones no se tendrá 
en cuenta la aportación de la profundidad.  
 Flujo laminar 
 Flujo incompresible 
 Fluido newtoniano 
 Medio no participativo a la radiación 
 
5.2.2 Discretización del dominio y de las ecuaciones de trabajo 
 
Para la resolución del problema conocido como Driven Cavity se deberán realizar mallas 
staggered para poder implementar el FSM. De esta manera,  para la malla de la presión 
se ha escogido una discretización de nodos centrados, con una malla estructurada no 
uniforme condensada en las paredes del dominio, a partir de la cual se definirán las 
mallas para la componente vertical y horizontal de la velocidad. 
 
La malla no uniforme se desarrollará mediante la fórmula (5.17) que determinará la 
posición de las caras de la malla de la presión.  
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𝑥𝑖 =
𝐿
2
(1 + (
tanh (𝛾 ·
2𝑖
𝑁 − 1)
tanh(𝛾)
)) (5.17) 
 
Donde L es la longitud de las paredes de la cavidad, N es el número de nodos, y 𝛾 es el 
factor de densificación de la malla (que en este caso de estudio será 2).  
 
De esta manera obtendremos las caras de la malla de la presión y la posición de los 
nodos se determinará en el centro de la distancia entre caras consecutivas. En las 
siguientes figuras se puede observar las mallas que se usarán para la evaluación de P, 
U, y V.  
 
Figura 27: Malla condensada en las paredes para la presión 
 
Figura 28: Malla condensada en las paredes para la componente horizontal de la velocidad (u) 
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Figura 29: Malla condensada en las paredes para la componente vertical de la velocidad (v) 
Una vez conocida la discretización espacial, se procederá con la discretización de las 
ecuaciones. Recordando las ecuaciones presentes en el FSM se tiene: 
 
{
 
 
 
 𝑢𝑝 =  𝑢𝑛 +  
∆𝑡
𝜌
[
3
2
𝑅(𝑢𝑛) −
1
2
𝑅(𝑢𝑛−1)]
∆𝑝𝑛+1 =
𝜌
∆𝑡
𝛻 · 𝑢𝑝
𝑢𝑛+1 =  𝑢𝑝 −  
∆𝑡
𝜌
𝛻𝑝𝑛+1
 (5.18) 
 
Primero de todo se deberá discretizar la ecuación de la velocidad predicha (uP), que 
depende del valor R(?⃗⃗?), por lo que se deberá evaluar este valor para la componente 
horizontal de la velocidad y la componente vertical, partiendo de la ecuación diferencial. 
 
𝑅(?⃗⃗?) = −(𝜌?⃗⃗? ∙ ∇)?⃗⃗? + 𝜇∆?⃗⃗? (5.19) 
 
Para la componente horizontal, integrando sobre la malla desplazada de u, 
obtendremos: 
 
 (5.20) 
𝑅(𝑢) =
1
𝑉𝑝
[(𝜇𝑒
𝑢𝐸  − 𝑢𝑃
𝑑𝐸𝑃
 𝐴𝑒 − 𝜇𝑤
𝑢𝑃 − 𝑢𝑊
𝑑𝑊𝑃
 𝐴𝑤 + 𝜇𝑛
𝑢𝑁 − 𝑢𝑃
𝑑𝑁𝑃
 𝐴𝑛 − 𝜇𝑠
𝑢𝑃 − 𝑢𝑆
𝑑𝑆𝑃
 𝐴𝑠 )
− ((𝜌𝑢)𝑒𝑢𝑒𝐴𝑒 − (𝜌𝑢)𝑤𝑢𝑤𝐴𝑤 + (𝜌𝑣)𝑛𝑢𝑛𝐴𝑛 − (𝜌𝑣)𝑠𝑢𝑠𝐴𝑠) ] 
(5.21) 
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Donde se debe evaluar con especial interés el termino convectivo de la ecuación. Para 
ello,  la velocidad en las caras del volumen de control será evaluada con un esquema 
de resolución central difference scheme (CDS), mientras que los términos (𝜌𝑢)𝑒,(𝜌𝑢)𝑤, 
(𝜌𝑣)𝑛¸(𝜌𝑣)𝑠 deberán ser evaluados de la manera que se muestra a continuación. 
 
(𝜌𝑣)𝑛 =
(𝜌𝑣)𝐴𝐴𝐴𝑛 + (𝜌𝑣)𝐵𝐴𝐵𝑛
𝐴𝑛
 (5.22) 
                  
(𝜌𝑢)𝑒 =
(𝜌𝑢)𝐸 + (𝜌𝑢)𝑃
2
 (5.23) 
              
 
 Figura 30: Evaluación del caudal volumétrico con la malla de u 
De manera análoga, se calculará (𝜌𝑢)𝑤 como se ha evaluado (𝜌𝑢)𝑒 mientras que el 
término (𝜌𝑣)𝑠 se evaluará de la misma manera que (𝜌𝑣)𝑛.  
 
Para la componente vertical, integrando sobre la malla desplazada de v: 
 
  (5.24) 
𝑅(𝑣) =
1
𝑉𝑝
[(𝜇𝑒
𝑣𝐸  − 𝑣𝑃
𝑑𝐸𝑃
 𝐴𝑒 − 𝜇𝑤
𝑣𝑃  − 𝑣𝑊
𝑑𝑊𝑃
 𝐴𝑤 + 𝜇𝑛
𝑣𝑁  − 𝑣𝑃
𝑑𝑁𝑃
 𝐴𝑛 − 𝜇𝑠
𝑣𝑃  − 𝑣𝑆
𝑑𝑆𝑃
 𝐴𝑠 )
− ((𝜌𝑢)𝑒𝑣𝑒𝐴𝑒 − (𝜌𝑢)𝑤𝑣𝑤𝐴𝑤 + (𝜌𝑣)𝑛𝑣𝑛𝐴𝑛 − (𝜌𝑣)𝑠𝑣𝑠𝐴𝑠) ] 
 
  (5.25) 
Como en el caso de la componente horizontal de la velocidad, se deberá evaluar con 
especial atención el termino convectivo. Se utilizara un esquema de resolución CDS 
para evaluar la velocidad en las caras del volumen de control, y los términos 
(𝜌𝑢)𝑒,(𝜌𝑢)𝑤, (𝜌𝑣)𝑛¸(𝜌𝑣)𝑠 se evaluarán de manera similar al caso de la componente 
horizontal.  
 
(𝜌𝑢)𝑒 =
(𝜌𝑢)𝐴𝐴𝐴𝑒 + (𝜌𝑢)𝐵𝐴𝐵𝑒
𝐴𝑒
 (5.26) 
 
(𝜌𝑣)𝑛 =
(𝜌𝑣)𝑁 + (𝜌𝑣)𝑃
2
 (5.27) 
 
 
 
 
Figura 31: Evaluación del caudal volumétrico con la malla de v 
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De manera análoga, se calculará (𝜌𝑢)𝑤 como se ha evaluado (𝜌𝑢)𝑒 mientras que el 
término (𝜌𝑣)𝑠 se evaluará de la misma manera que (𝜌𝑣)𝑛.  
 
Ahora que se conoce la discretización de la ecuación de 𝑅(?⃗⃗?) se puede proceder al 
cálculo de la velocidad predicha en la dirección horizontal y vertical de la velocidad. 
 
𝑢𝑝 =  𝑢𝑛 +  
∆𝑡
𝜌
[
3
2
𝑅(𝑢𝑛) −
1
2
𝑅(𝑢𝑛−1)] (5.28) 
  
𝑣𝑝 =  𝑣𝑛 +  
∆𝑡
𝜌
[
3
2
𝑅(𝑣𝑛) −
1
2
𝑅(𝑣𝑛−1)] (5.29) 
 
Donde ambos valores serán calculados para cara nodo de los mallados de u y de v 
respectivamente, y solo dependerán del valor de la velocidad del tiempo anterior de 
estudio y de los valores de R para los dos tiempos anteriores al del estudio actual, siendo 
por tanto, un valor conocido para cualquier instante de tiempo.  
 
Con el valor de la velocidad predicha calculado,  se debe proceder a la discretización de 
la ecuación de Poisson de la presión. Se partirá de su forma diferencial, y se integrará 
sobre el dominio de estudio, utilizando la malla discretizada para las presiones. 
 
∆𝑝𝑛+1 =
𝜌
∆𝑡
𝛻 · 𝑢𝑝 (5.30) 
 
 
(5.31) 
 
 
(5.32) 
 
𝑃𝐸
𝑛+1 − 𝑃𝑃
𝑛+1 
𝑑𝐸𝑃
𝐴𝑒 − 
𝑃𝑃
𝑛+1 − 𝑃𝑊
𝑛+1 
𝑑𝑊𝑃
𝐴𝑤 +
𝑃𝑁
𝑛+1 − 𝑃𝑃
𝑛+1 
𝑑𝑁𝑃
𝐴𝑛 − 
𝑃𝑃
𝑛+1 − 𝑃𝑆
𝑛+1 
𝑑𝑆𝑃
𝐴𝑠
=
1
∆𝑡
[(𝜌𝑢𝑃)𝑒𝐴𝑒 − (𝜌𝑢
𝑃)𝑤𝐴𝑤 + (𝜌𝑣
𝑃)𝑛𝐴𝑛 − (𝜌𝑣
𝑃)𝑠𝐴𝑠]  
 
(5.33) 
 
En este caso, a diferencia del cálculo de la velocidad predicha, los valores de la presión 
dependen del tiempo de estudio actual, y es por ello que se necesitará un algoritmo de 
resolución de manera que se puedan calcular los valores de la presión en cada punto 
del mallado. En este caso, se ha optado por un algoritmo del tipo line-by-line, por lo que 
se deberá proceder en la agrupación de términos de la ecuación, para darle la forma 
que se muestra a continuación:  
 
𝑎𝑃𝑃𝑃
𝑛+1 = 𝑎𝐸𝑃𝐸
𝑛+1 + 𝑎𝑊𝑃𝑊
𝑛+1 + 𝑎𝑁𝑃𝑁
𝑛+1 + 𝑎𝑆𝑃𝑆
𝑛+1 + 𝑏𝑃 (5.34) 
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Donde:  
𝑎𝑃 = 𝑎𝐸 + 𝑎𝑊 + 𝑎𝑁 + 𝑎𝑆             (5.35) 
  
𝑎𝐸 =
𝐴𝑒
𝑑𝐸𝑃
              𝑎𝑊 =
𝐴𝑤
𝑑𝑃𝑊
       
(5.36), (5.37) 
  
𝑎𝑁 =
𝐴𝑛
𝑑𝑃𝑁
                𝑎𝑆 =
𝐴𝑠
𝑑𝑃𝑆
 
(5.38), (5.39) 
  
𝑏𝑃= −
1
∆𝑡
[(𝜌𝑢𝑃)𝑒𝐴𝑒 − (𝜌𝑢
𝑃)𝑤𝐴𝑤 + (𝜌𝑣
𝑃)𝑛𝐴𝑛 − (𝜌𝑣
𝑃)𝑠𝐴𝑠]  
            (5.40) 
 
Ahora que ya se conoce el valor de la presión en cada punto del dominio, así como el 
valor de la velocidad predicha, se puede proceder en el cálculo de la velocidad en la 
dirección horizontal (u) y en la dirección vertical (v). Se partirá de la ecuación (5.41), y 
se evaluará para cada dirección de la velocidad. 
 
𝑢𝑛+1 =  𝑢𝑝 −  
∆𝑡
𝜌
𝛻𝑝𝑛+1 (5.41) 
 
Para la dirección horizontal de la velocidad, se obtiene la ecuación:   
 
 
 
𝑢𝑃
𝑛+1 = 𝑢𝑃
𝑃 −  
∆𝑡
𝜌
𝑝𝐵
𝑛+1 − 𝑝𝐴
𝑛+1 
𝑑𝐵𝐴
 (5.42) 
  
  
 
 
Mientras que para la dirección vertical de la velocidad se obtiene: 
 
 
 
𝑣𝑃
𝑛+1 = 𝑣𝑃
𝑃 −  
∆𝑡
𝜌
𝑝𝐴
𝑛+1 − 𝑝𝐵
𝑛+1 
𝑑𝐵𝐴
 (5.43) 
 
 
 
 
Figura 32: Evaluación de la componente horizontal de la velocidad (u) 
Figura 33: Evaluación de la componente horizontal de la velocidad (v) 
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De esta manera, se puede calcular la velocidad de cada punto del dominio. No obstante, 
a la hora de establecer las condiciones de contorno presentes en la Figura 26, se deberá 
tener en cuenta que estas serán incorporadas en la evaluación del término 𝑅(?⃗⃗?), y por 
tanto, a continuación se hablará de los tipos de nodos presentes en la malla de la 
componente horizontal de la velocidad y en la malla de la componente vertical. 
 
A la hora de evaluar el término de la componente horizontal de R(u) se observan 4 
tipos de nodos, que se comentarán brevemente a continuación (la malla se puede 
observar en la Figura 28). 
 
1. Nodos del lateral derecho e izquierdo: Estos nodos se encuentran sobre la 
pared, de manera que su velocidad a lo largo de toda la simulación será 0, y no 
será necesario el cálculo de la velocidad.  
2. Nodos de la fila superior: En este caso, la velocidad en la cara norte del 
volumen de control será conocida, y su valor será Uo. Por otro lado, no se tendrá 
contribución en la velocidad de UN, ya que no hay nodo N es este caso, por tanto 
en la evaluación del termino difusivo se hará el balance entre el nodo y la cara, 
en lugar de entre nodos, mientras que el termino convectivo será 0 en este caso. 
3. Nodos de la fila inferior: De manera similar al caso anterior, la velocidad en la 
cara sud del volumen de control será 0 ya que se trata de una pared, y no habrá 
contribución en la velocidad de la componente US ya que no se tiene nodo S en 
este caso. De esta manera la evaluación del término difusivo se realizará 
mediante el balance entre el nodo y la cara, mientras que el término convectivo 
será 0.  
4. Nodos centrales: Serán aquellos que seguirán la discretización global de la 
ecuación, y no se debe incluir ninguna condición de contorno.  
 
Análogamente al caso anterior, a la hora de evaluar el término de la componente 
vertical de R(v), se observan 4 tipos de nodos que se pueden observar en la malla de 
la Figura 29. 
 
1. Nodos de la fila superior e inferior: Al ser nodos que se encuentran sobre la 
pared, su velocidad es conocida a lo largo de toda la simulación, y de valor igual 
a 0, por lo que no será necesario realizar ningún cálculo de velocidad en estos 
nodos.  
2. Nodos de la columna izquierda: En este caso, la velocidad en la cara oeste del 
volumen de control, al coincidir con una pared, será 0. Por otro lado, no se tendrá 
contribución en la velocidad de VW, ya que no se tiene nodo W es este caso, por 
tanto en la evaluación del termino difusivo se hará el balance entre el nodo y la 
cara, en lugar de entre nodos, mientras que el termino convectivo será 0 en este 
caso. 
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3. Nodos de la columna derecha: De manera similar al caso anterior, la cara e 
del volumen de control coincide con una pared, por lo que la velocidad en esa 
cara será 0. Además, al no haber nodo E no se tendrá contribución en la 
velocidad de VE y la evaluación del termino difusivo se realizará mediante el 
balance entre la cara y el nodo, mientras que el término convectivo será 0. 
4. Nodos centrales: Son aquellos nodos que seguirán la ecuación discretizada sin 
ningún tipo de modificación ni condición de contorno.  
 
Con estas consideraciones, el problema del Driven Cavity quedaría completamente 
definido de cara a la resolución del caso y de la realización de un código CFD  (presente 
en el anexo A.5). 
 
5.2.3 Algoritmo de resolución 
 
Ahora que se conoce tanto la discretización espacial como de las ecuaciones del 
problema necesarias para resolver el ejercicio del Driven Cavity mediante el FSM, se 
procederá a mostrar el algoritmo de resolución que se ha seguido a la hora de resolver 
el caso mediante un código CFD.  
 
1. Introducción de datos. 
 Físicos: Valores de ?⃗⃗? conocidos, geometría, propiedades físicas, etc. 
 Numéricos: Número de nodos, criterio de convergencia para el solver 
(δ), criterio de convergencia del estado estacionario (ε). 
2. Cálculos previos: generación de la malla y geometría asociada. 
3. Asignación del mapa inicial de P, u, v necesarios para que el programa pueda 
realizar la primera iteración. 
4. Establecimiento del incremento temporal: 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + ∆𝑡 donde el valor de 
∆𝑡 se calcula con las fórmulas del apartado 5.1.2  
5. Cálculo de R(u) y R(v). 
6. Cálculo del valor de la velocidad predicha uP y vP. 
7. Cálculo de los coeficientes de discretización: aE, aS, aN, aW, aP. 
8. Resolver ecuaciones de discretización (ecuación de Poisson para la 
presión). Para ello se utiliza un algoritmo de resolución del tipo line-by-line 
encontrando así el valor del campo de presiones en cada nodo, empezando con 
un valor supuesto para la presión,𝑃∗[𝑖, 𝑗], que para cada instante de tiempo 
tomará el último valor calculado en el instante de tiempo anterior. 
9. Convergencia de los resultados. ¿Es el máximo de |𝑃𝑛+1 − 𝑃𝑛+1
∗
| más 
pequeño que el criterio de convergencia (δ)? 
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 Si es que sí, se pasa al siguiente punto (10), si es que no, se hace un 
update de datos  𝑃𝑛+1
∗
= 𝑃𝑛+1  y se vuelve al punto 7 para repetir el 
procedimiento. 
10. Con los valores de la velocidad predicha y la presión, cálculo de u y v. 
 Para determinar si se necesita un nuevo incremento de tiempo, se 
comprobará si el sistema ha llegado al estado estacionario mediante  
|?⃗⃗?𝑛+1 − ?⃗⃗?𝑛+1| < 𝜀. Si se cumple la condición, se debe pasar al siguiente 
punto (13), si es que no se establece 𝑃𝑛 = 𝑃𝑛+1 y se vuelve al punto 4 
para repetir el proceso. 
11. Cálculos finales e impresión de resultados. 
12. Fin. 
 
5.2.4 Análisis de resultados  
 
Conocida la discretización de las ecuaciones de trabajo y el dominio del problema, así 
como el algoritmo que se ha utilizado en la resolución, se ha simulado el caso para los 
valores de Reynolds 100 y 5000 para ver la influencia de este parámetro en el 
comportamiento del fluido confinado en la cavidad (Código CFD disponible en el anexo 
A4). 
 
Aunque en el estudio realizado por Ghia en [3] se simula para valores de Reynolds más 
elevados, eso es debido a que en lugar de utilizar un esquema de resolución del tipo 
CDS con un algoritmo line-by-line, utilizaba un esquema de resolución  del tipo UDS con 
un algoritmo Multigrid. El hecho de utilizar un esquema UDS hace que se produzca 
disipación de la energía, o difusión numérica, haciendo que la transición a flujo 
turbulento se produzca para valores de Reynolds superiores a los 10000, en lugar de 
los valores próximos a 5000 que se observan con el método de resolución escogido.  
 
Además de lo ya mencionado, y como se ha visto en el apartado 5.2.2, se deberá utilizar 
una malla condensada en las paredes, ya que el gradiente de velocidades en esa zona 
crece al aumentar el Reynolds, y por ello es necesaria una discretización más fina del 
dominio.  De esta manera, se observará que los máximos de velocidad se acercan a las 
paredes en ir aumentando el valor del Reynolds y que aparecen flujos de recirculación 
en esas zonas.  
 
A continuación se presentan los resultados de la velocidad obtenidos en forma de tablas 
para Reynolds 100 y 5000 tanto para la componente horizontal (u) como para la 
componente vertical (v), y serán comparados con los que se muestran en la referencia 
[3].  
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 Re=100 Re=5000 
Posición  y Referencia Simulación εr (%) Referencia Simulación εr (%) 
0 0 0 0  0 0 0 
0.0547 -0.03717 -0.03700 0.4494 -0.41165 -0.41305 0.3393 
0.0625 -0.04192 -0.04161 0.7375 -0.42901 -0.42891 0.0235 
0.0703 -0.04775 -0.04611 3.4361 -0.43643 -0.43645 0.0048 
0.1016 -0.06434 -0.06334 1.5593 -0.40435 -0.40561 0.3126 
0.1719 -0.10150 -0.09948 1.9896 -0.33050 -0.31892 3.5028 
0.2813 -0.15662 -0.15439 1.4269 -0.22855 -0.21222 7.1440 
0.4531 -0.21090 -0.20991 0.4710 -0.07404 -0.05867 20.7615 
0.5 -0.20581 -0.20506 0.3664 -0.03039 -0.01795 40.9345 
0.6172 -0.13641 -0.13415 1.6556 0.08183 0.08657 5.7931 
0.7344 0.00332 0.00852 156.5313 0.20087 0.20326 1.1877 
0.8516 0.23151 0.24596 6.2434 0.33556 0.34436 2.6232 
0.9531 0.68717 0.70313 2.3232 0.46036 0.46540 1.0949 
0.9609 0.73722 0.75172 1.9661 0.45992 0.46514 1.1349 
0.9688 0.78871 0.80211 1.6989 0.46120 0.46978 1.8597 
0.9766 0.84123 0.85268 1.3614 0.48223 0.50183 4.0648 
1 1 1 0 1 1 0 
Tabla 7: Comparación de los resultados obtenidos para Reynolds 100  y 5000 de la componente 
horizontal de la velocidad  
 Re=100 Re=5000 
Posición x Referencia Simulación εr (%) Referencia Simulación εr (%) 
0 0 0 0  0 0 0 
0.0625 0.09223 0.09321 1.0669 0.42447 0.42585 0.3256 
0.0703 0.10091 0.10156 0.6481 0.43329 0.43369 0.0922 
0.0781 0.10890 0.10932 0.3884 0.43648 0.43623 0.0576 
0.0938 0.12317 0.12319 0.0232 0.42951 0.42821 0.3019 
0.1563 0.16077 0.15891 1.1575 0.35368 0.34510 2.4257 
0.2266 0.17507 0.17153 2.0202 0.28066 0.26659 5.0135 
0.2344 0.17527 0.17166 2.0609 0.27280 0.25815 5.3699 
0.5 0.05454 0.04902 10.1128 0.00945 -0.00034 103.5857 
0.8047 -0.24533 -0.24624 0.3725 -0.30018 -0.30676 2.1936 
0.8594 -0.22445 -0.22262 0.8149 -0.36214 -0.37258 2.8829 
0.9063 -0.16914 -0.16629 1.6829 -0.41442 -0.42660 2.9389 
0.9453 -0.10313 -0.10067 2.3809 -0.52876 -0.54571 3.2052 
0.9531 -0.08864 -0.08634 2.5917 -0.55408 -0.56810 2.5301 
0.9609 -0.07391 -0.07180 2.8493 -0.55069 -0.55471 0.7304 
0.9688 -0.05906 -0.05695 3.5696 -0.49774 -0.49116 1.3225 
1 0 0   0 0 0 
Tabla 8: Comparación de los resultados obtenidos para Reynolds 100  y 5000 de la componente vertical 
de la velocidad 
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Tal y como se puede observar en la Tabla 7 y Tabla 8  los valores de las velocidades 
entre el caso de referencia y el simulado por el software desarrollado son muy similares. 
No obstante si centramos la atención en los errores relativos, se pueden identificar 
algunos puntos en los que este valor es muy elevado. La causa detrás de estas 
diferencias tiene su base en que el error cometido en el punto donde hay cambio de 
signo en la velocidad presenta el valor de error relativo más elevado de todos. Esto es 
debido a la naturaleza del cálculo del error relativo, ya que al tratarse de números tan 
próximos a cero, las diferencias entre los números a comparar son muy grandes en 
términos relativos, pero en términos absolutos el error en estos puntos es del mismo 
orden que en el resto del dominio. 
 
También se observan valores del error relativo entorno al 10% o superiores en algunos 
puntos, y esto es debido a la densidad de la malla utilizada, ya que para el caso de 
Reynolds 100 se ha usado una malla de 100x100, mientras que para el caso de 5000 
se ha usado una malla de 80x80. Un mallado más denso implica una mayor resolución 
de los resultados pero a la vez también se necesita un mayor tiempo computacional y a 
la vista de que los resultados ya eran cualitativamente buenos, no se ha visto necesario 
repetir las simulaciones invirtiendo una cantidad mucho mayor de tiempo y esfuerzo 
computacional.  
 
Ahora que se han presentado los resultados y se han comentado los errores relativos 
que se observan, se muestra la representación gráfica de la componente horizontal y 
vertical para que sea más intuitiva la comparación entre los resultados simulados y los 
de referencia.  
 
 
Figura 34: Comparativa de la componente horizontal de la velocidad (u) para Reynolds 100 y 5000 
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Comparando los valores de la componente horizontal de la velocidad (u) se observa un 
elevado cambio en el gradiente de la velocidad en las paredes del dominio en el caso 
de Reynolds 5000. Esto es debido a que para Reynolds altos la zona de arrastre del 
fluido es menor que para Reynolds bajos, efecto provocado por una velocidad elevada 
o un fluido poco viscoso.  
 
 
Figura 35: Comparativa de la componente vertical de la velocidad (v) para Reynolds 100 y 5000 
 
En el caso de Reynolds 100 se observa en la componente vertical de la velocidad (v) 
una depresión en la zona izquierda del dominio, mientras que se tiene una sobrepresión 
en la zona derecha, responsables del comportamiento de la velocidad. Además, como 
en el caso de la componente horizontal se observa un elevado gradiente de velocidades 
cerca de las paredes para el caso de Reynolds 5000.  
 
El hecho que el gradiente en las paredes para el caso de Reynolds 5000 sea tan 
acentuado hace que aumente la importancia de la capa limite, ya que nos indica la 
cercanía de la transición a régimen turbulento. Además también se debe considerar  el 
fenómeno de recirculación, ya que cuanto mayor es el Reynolds de estudio, más se 
acentúa, y cuantas más zonas de recirculación, y más grandes sean estas, más 
probabilidad hay de entrar en régimen turbulento. Este fenómeno se puede apreciar con 
claridad mediante las líneas de corriente mostradas en la Figura 36.  
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Además en la Figura 37 y Figura 38 se puede observar el campo de velocidades para 
los dos casos de Reynolds estudiados, que nos ayudarán a comprender la 
fenomenología del caso.  
  
Figura 36: Líneas de corriente para los valores de Reynolds 100 y 5000 
  
Figura 37: Mapa de la componente horizontal de la velocidad (u) para Reynolds 100 y 5000 
  
Figura 38: Mapa de la componente vertical de la velocidad (v) para Reynolds 100 y 5000 
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CAPÍTULO 6: Caso de aplicación 
 
 
Ahora que se conoce la metodología detrás del Fractional Step Method, y se ha 
realizado un caso práctico (Driven Cavity) con el cual se ha comprobado la eficacia del 
código CFD programado, se procederá a la adaptación de este ejercicio a un caso de 
mayor interés industrial y tecnológico.  
 
Es por ello que se ha seleccionado como caso de estudio en esta aplicación el efecto 
que tiene el vortex shedding en el confinamiento de un fluido entre dos placas planas 
entre las cuales se encuentra un obstáculo, simulando así el caso bidimensional de una 
tubería o bien de un túnel de viento. 
 
Esta aplicación se basa en una modificación del objetivo presente en el estudio [4],  pero 
tanto para la geometría como para el análisis de los resultados se tendrá como 
referencia.  
 
6.1 Descripción del caso  
 
Como se ha mencionado previamente, el caso de estudio consiste en un flujo parabólico 
confinado entre dos paredes, entre las cuales se encuentra un obstáculo bidimensional 
de sección cuadrada, siendo de especial interés los vórtices generados en el fluido al 
paso del obstáculo, fenómeno conocido con el nombre de vortex shedding. Es por ello, 
que como objetivo principal de este estudio se evaluará la influencia que tiene la 
proximidad de las paredes, o el confinamiento del fluido, con la aparición del fenómeno 
mencionado. 
 
La geometría del caso planteado se basará en la del estudio de referencia [4] y es de la 
forma que se muestra en la Figura 39.  
 
Figura 39: Geometría del caso práctico, disponible en la referencia [4] 
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Donde D será el parámetro a partir del cual se construirá la geometría de todo el 
ejercicio, siguiendo las relaciones: 
 
𝐿 = 50 ∗ 𝐷 (6.1) 
𝑙 =
𝐿
4
=
25
2
∗ 𝐷 
(6.2) 
𝐻 = 8 ∗ 𝐷 (6.3) 
 
No obstante, como se ha mencionado, el objetivo de este trabajo es estudiar la influencia 
de la cercanía de las paredes (parámetro H) en el comportamiento del flujo, de manera 
que inicialmente se partirá de la geometría presente en el estudio [4], para seleccionar 
el valor del Reynolds con el que se trabajará, y después se variará su valor.  
 
Las condiciones de contorno son las que se pueden observar en la Figura 40. 
 
 
Figura 40: Condiciones de contorno del caso práctico 
Donde el perfil parabólico de velocidad  se ha calculado de manera que su valor máximo 
V0 se encuentre en el punto 
𝐻
2
 y en las paredes su valor sea 0. De esta manera se obtiene 
la parábola siguiente: 
𝑢(𝑦) = −4(
𝑈0
𝐻2
)𝑦2 + 4(
𝑈0
𝐻
)𝑦 (6.4) 
 
Debido que este caso se estudiará con el método enunciado en el capítulo anterior  
(Fractional Step Method) se deberán cumplir las siguientes características.  
 Toda la geometría y física del problema estarán en función del parámetro D (lado 
del obstáculo), y el valor de U0. 
 En este caso, el parámetro del Reynolds será evaluado en función de la longitud 
característica D: 
𝑅𝑒 =
𝜌𝑈0𝐷
𝜇
 (6.5) 
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 Se deberán cumplir las siguientes hipótesis: 
 Propiedades físicas constantes.  
 Estudio transitorio de las ecuaciones. 
 Estudio bidimensional del caso, de manera que en las ecuaciones no se 
tendrá en cuenta la aportación de la profundidad.  
 Flujo laminar 
 Flujo incompresible 
 Fluido newtoniano 
 Medio no participativo a la radiación 
 No se realizará un estudio del comportamiento térmico del problema, de manera 
que las ecuaciones de estudio serán la de conservación de la masa y 
conservación de la cantidad de momento, siendo pues P, u y v las incógnitas del 
problema.  
 Se estudiará el efecto que produce un obstáculo en un fluido confinado, siendo 
de principal interés la influencia del número adimensional de Reynolds y el efecto 
que produce el nivel de confinamiento en el comportamiento del fluido. 
 Las ecuaciones gobernantes del presente estudio son las mismas que se 
enunciaron en el capítulo 5 (apartado 5.1). 
 
6.1.1 Fenomenología del caso  
 
En este caso de estudio, en el que tenemos un flujo parabólico confinado entre dos 
paredes con un obstáculo en su trayectoria, se trabajará con el fenómeno de vortex 
shedding. Se conoce por vortex shedding al proceso periódico de generación de vórtices 
alternos que sucede durante la transición de flujo laminar a turbulento. Es por ello que 
para valores del Reynolds entre 10 y 300, debido a la particularidad de la geometría de 
este caso, lo que ocurre es que el fluido no converge a un estado permanente pero 
tampoco se convierte en un estado caótico producido por la turbulencia, sino que se 
obtiene un estado intermedio.  
 
En este estado intermedio donde se producen los vórtices es donde se observa una 
periodicidad en el campo de velocidades cuya frecuencia puede evaluarse a partir del 
número adimensional de Strouhal: 
𝑆𝑡 =
𝑓𝑠 · 𝐷
𝑢0
 (6.6) 
Donde 𝑓𝑠 es la frecuencia de repetición, 𝐷 es la longitud del lado del obstáculo y 𝑢0 la 
velocidad característica del caso. 
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6.2 Estudio numérico del caso 
 
Una vez conocido el caso de aplicación y su fenomenología se procederá al estudio 
numérico de las ecuaciones del dominio mediante el código CFD presente en el anexo 
A.5.  
 
Debido a que el caso de estudio se basa en el ejercicio de Driven Cavity se utilizara el 
Fractional Step Method (FSM) a la hora de resolver las ecuaciones de Navier-Stokes. 
De esta manera las ecuaciones a resolver son las siguientes: 
 
 
{
 
 
 
 𝑢𝑝 =  𝑢𝑛 +  
∆𝑡
𝜌
[
3
2
𝑅(𝑢𝑛) −
1
2
𝑅(𝑢𝑛−1)]
∆𝑝𝑛+1 =
𝜌
∆𝑡
𝛻 · 𝑢𝑝
𝑢𝑛+1 =  𝑢𝑝 −  
∆𝑡
𝜌
𝛻𝑝𝑛+1
 (6.7) 
 
Como ya se mencionó en el apartado 5.1.1, a la hora de resolver estas ecuaciones 
utilizando una única malla estructurada se produce un desacoplamiento entre el cálculo 
de la velocidad y la presión, así que se deberá utilizar mallas desplazadas o staggered 
meshes para que al convergir el problema, los resultados obtenidos sean los correctos.   
 
Además también se deberá hacer un estudio del incremento de tiempo que se 
considerará entre iteración e iteración, ya que el FSM es un método explicito, y puede 
presentar problemas de convergencia si el mallado utilizado no es lo suficientemente 
denso, o el incremento temporal entre cálculo y cálculo no es el adecuado. De esta 
manera se utilizarán las fórmulas presentes en el apartado 5.1.2 para hallar el 
incremento de tiempo que hará convergir los resultados.  
 
6.2.1 Discretización del dominio 
 
Para la resolución de este caso se ha utilizado una malla de 85x135 nodos de la forma 
que se muestra en la Figura 41, donde se han determinado tres tramos homogéneos 
diferenciados, siendo la malla en la cruz del objeto  más densa para poder apreciar cómo 
se comporta el fluido al paso del obstáculo. Si bien es cierto que debido a la 
fenomenología del caso sería necesaria una malla más densa en todo el dominio, tanto 
el tiempo computacional asociado como los recursos del ordenador con el que se 
trabajaba no han permitido hacer un estudio más detallado.  
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Figura 41: Malla de la presión utilizada en la aplicación 
Como se ha mencionado previamente, debido a las características del FSM serán 
necesarias mallas desplazadas para la componente horizontal y vertical de la velocidad, 
que se regirán con la misma filosofía que las mallas que se mostraron en las Figura 28 
y Figura 29 del ejercicio Driven Cavity.  
 
Las ecuaciones discretizadas para este caso serán las mismas que se presentaron en 
el caso Driven Cavity y se puede encontrar todo el desarrollo así como las ecuaciones 
en el apartado 5.2.2. Además el caso se ha resuelto con un esquema de resolución del 
tipo CDS con un algoritmo line-by-line.  
 
De esta manera, teniendo en mente el tipo de mallas utilizadas, y las ecuaciones 
discretizadas que ya se presentaron en el capítulo anterior, a continuación se comentará 
el tipo de nodos que se aprecian en el dominio.  
 
A la hora de evaluar el término de la componente horizontal de R(u) se observan 6 
tipos de nodos. 
 
1. Nodos del lateral izquierdo: Estos nodos se encuentran sobre la entrada, de 
manera que su velocidad para cada instante de tiempo será conocida y se 
corresponde con el perfil de velocidades parabólico presente en la ecuación 
(6.4).   
2. Nodos de la fila superior: En este caso, la velocidad en la cara norte del 
volumen de control será 0 ya que se trata de una pared, y no habrá contribución 
en la velocidad de la componente UN ya que no se tiene nodo N en este caso. 
De esta manera la evaluación del término difusivo se realizará mediante el 
balance entre el nodo y la cara, mientras que el término convectivo será 0.  
3. Nodos de la fila inferior: De manera similar al caso anterior, la velocidad en la 
cara sud del volumen de control será 0 ya que también se trata de una pared, y 
no habrá contribución en la velocidad de la componente US ya que no se tiene 
nodo S en este caso. De esta manera la evaluación del término difusivo se 
realizará mediante el balance entre el nodo y la cara, mientras que el término 
convectivo para este caso también será 0.  
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4. Nodos del lateral derecho: Estos nodos se corresponden con los nodos de 
salida del dominio, por lo que la velocidad no es conocida, y es por ello que se 
ha impuesto derivada nula de la velocidad en ese punto de manera que la 
velocidad será igual a la del nodo anterior.  
5. Contorno del obstáculo: se ha determinado como 0 el valor de la velocidad en 
las paredes, de esta manera los nodos de que se encuentran en las paredes 
verticales tendrán velocidad 0 mientras que los nodos de las paredes 
horizontales efectuarán el cálculo con el valor en las caras.  
6. Nodos centrales: Serán aquellos que seguirán la discretización global de la 
ecuación, y no se debe incluir ninguna condición de contorno.  
 
Análogamente al caso anterior, a la hora de evaluar el término de la componente 
vertical de R(v), se observan 5 tipos de nodos. 
 
1. Nodos de la fila superior e inferior: Al ser nodos que se encuentran sobre la 
pared, su velocidad es conocida a lo largo de toda la simulación, y de valor igual 
a 0, por lo que no será necesario realizar ningún cálculo de velocidad en estos 
nodos.  
2. Nodos de la fila derecha: En este caso, la velocidad en la cara este coincide 
con la salida y al desconocer el valor en este punto se ha impuesto derivada nula 
de la velocidad. De esta manera la velocidad en la cara este (Ve) será igual a la 
velocidad en el nodo.  
3. Nodos de la fila izquierda: En este caso, la cara e del volumen de control 
coincide con la entrada, por lo que la velocidad vertical en esa cara será 0. 
Además, al no haber nodo E no se tendrá contribución en la velocidad de VE y la 
evaluación del termino difusivo se realizará mediante el balance entre la cara y 
el nodo, mientras que el término convectivo será 0. 
4. Contorno del obstáculo: se ha determinado como 0 el valor de la velocidad en 
las paredes, de esta manera los nodos de que se encuentran en las paredes 
horizontales tendrán velocidad 0 mientras que los nodos de las paredes 
verticales efectuarán el cálculo con el valor en las caras.  
5. Nodos centrales: Son aquellos nodos que seguirán la ecuación discretizada sin 
ningún tipo de modificación ni condición de contorno.  
 
6.2.2 Fuerzas aerodinámicas 
 
Debido a la singularidad del caso de estudio, es de gran interés conocer el valor de las 
fuerzas aerodinámicas que se producen al paso del fluido por el obstáculo, ya que 
ayudará a comprender la fenomenología que tiene lugar en el campo fluido y a poder 
observar y comprender el fenómeno del vortex shedding.  
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De esta manera, una vez resuelto el dominio de estudio mediante el FSM se procederá 
al cálculo del Lift o fuerza de sustentación en el eje y, y el Drag o fuerza de arrastre en 
el eje x mediante las ecuaciones que se muestran a continuación.  
 
 
Donde en este caso los límites de integración n, s, e, y w se corresponden con las 
paredes del obstáculo norte, sud, este y oeste.  
 
Debido a que los resultados obtenidos de los valores de presión y velocidad son valores 
discretos, se deberá discretizar las ecuaciones de Lift y Drag para poder obtener los 
valores buscados.  
            𝐷 = ∑(𝑃𝑐𝑤 − 𝑃𝑐𝑒) · ∆𝑦
 
ℎ
+ 𝜇 [∑
𝑢𝑛 − 𝑢𝑠
∆𝑦
· ∆𝑥
𝑐𝑛
−∑
𝑢𝑛 − 𝑢𝑠
∆𝑦
· ∆𝑥
𝑐𝑠
+∑
𝑢𝑒 − 𝑢𝑤
∆𝑥
· ∆𝑦
𝑐𝑒
−∑
𝑢𝑒 − 𝑢𝑤
∆𝑥
· ∆𝑦
𝑐𝑤
] 
(6.10) 
 
        𝐿 =∑(𝑃𝑐𝑠 − 𝑃𝑐𝑛) · ∆𝑥
 
ℎ
+ 𝜇 [∑
𝑣𝑒 − 𝑣𝑤
∆𝑥
· ∆𝑦
𝑐𝑤
−∑
𝑣𝑒 − 𝑣𝑤
∆𝑥
· ∆𝑦
𝑐𝑒
+∑
𝑣𝑛 − 𝑣𝑠
∆𝑦
· ∆𝑥
𝑐𝑛
−∑
𝑣𝑛 − 𝑢𝑠
∆𝑦
· ∆𝑥
𝑐𝑠
] 
(6.11) 
 
Donde los subíndices 𝑐𝑛,𝑐𝑠,𝑐𝑒 y 𝑐𝑤 se corresponden con las caras del cilindro y los 
subíndices 𝑛, 𝑠, 𝑒 y 𝑤 se corresponden con la cara de cada nodo. 
 
Una vez calculadas las fuerzas aerodinámicas, estas deberán ser adimensionalizadas 
para poder ser analizadas en profundidad y comparadas con otros casos. Para 
adimensionalizarlas se procederá a dividir las fuerzas aerodinámicas por una fuerza de 
referencia definida como: 
𝐹𝑟𝑒𝑓 =
1
2
𝜌𝑢0
2𝑆 (6.12) 
 
Donde u0 se corresponderá con el valor de U0 impuesto en el problema. De esta manera 
se obtendrá el coeficiente CL para el caso de la fuerza de sustentación, y el coeficiente 
CD para el caso de la fuerza de arrastre.  
 
𝐷 = ∫ 𝑃 𝑑𝑦
 
𝑤
−∫𝑃
 
𝑒
𝑑𝑦 + 𝜇∫
𝜕𝑢
𝜕𝑦
 
𝑛
𝑑𝑥 − 𝜇∫
𝜕𝑢
𝜕𝑦
 
𝑠
𝑑𝑥 + 𝜇∫
𝜕𝑢
𝜕𝑥
 
𝑒
𝑑𝑦 − 𝜇∫
𝜕𝑢
𝜕𝑥
 
𝑤
𝑑𝑦 (6.8) 
  
𝐿 = ∫𝑃 𝑑𝑦
 
𝑠
−∫𝑃 𝑑𝑦
 
𝑛
+ 𝜇∫
𝜕𝑣
𝜕𝑥
 
𝑤
𝑑𝑦 − 𝜇∫
𝜕𝑣
𝜕𝑥
 
𝑒
𝑑𝑦 + 𝜇∫
𝜕𝑣
𝜕𝑦
 
𝑛
𝑑𝑥 − 𝜇∫
𝜕𝑣
𝜕𝑦
 
𝑠
𝑑𝑥 (6.9) 
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6.2.3 Algoritmo de resolución 
  
1. Introducción de datos. 
 Físicos: Valores de ?⃗⃗? conocidos, geometría, propiedades físicas, etc. 
 Numéricos: Número de nodos, criterio de convergencia para el solver 
(δ), criterio de convergencia del estado estacionario (ε). 
2. Cálculos previos: generación de la malla y geometría asociada. 
3. Asignación del mapa inicial de P, u, v necesarios para que el programa pueda 
realizar la primera iteración. 
4. Establecimiento del incremento temporal: 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + ∆𝑡 donde el valor de 
∆𝑡 se calcula con las fórmulas del apartado 5.1.2  
5. Cálculo de R(u) y R(v). 
6. Cálculo del valor de la velocidad predicha uP y vP. 
7. Cálculo de los coeficientes de discretización: aE, aS, aN, aW, aP. 
8. Resolver ecuaciones de discretización (ecuación de Poisson para la 
presión). Para ello se utiliza un algoritmo de resolución del tipo line-by-line 
encontrando así el valor del campo de presiones en cada nodo, empezando con 
un valor supuesto para la presión,𝑃∗[𝑖, 𝑗], que para cada instante de tiempo 
tomará el último valor calculado en el instante de tiempo anterior.  
9. Convergencia de los resultados. ¿Es el máximo de |𝑃𝑛+1 − 𝑃𝑛+1
∗
| más 
pequeño que el criterio de convergencia (δ)? 
 Si es que sí, se pasa al siguiente punto (11), si es que no, se hace un 
update de datos  𝑃𝑛+1
∗
= 𝑃𝑛+1  y se vuelve al punto 7 para repetir el 
procedimiento. 
10. Con los valores de la velocidad predicha y la presión, cálculo de u y v. 
11. Comprobación del criterio temporal. Dado que este caso, a diferencia de los 
anteriores no llega a un estado estacionario, o régimen permanente, se deberá 
establecer un tiempo final de simulación.  
12. Cálculos finales e impresión de resultados. En este paso se realizará el 
cálculo de los coeficientes adimensionales de la sustentación y resistencia (Cl y 
Cd). 
13. Fin. 
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6.2.4 Análisis de resultados  
 
Una vez mostrado tanto el dominio discretizado como el algoritmo que se utilizará en la 
resolución del caso práctico planteado, se realizará primeramente, a partir de la 
geometría mostrada en la Figura 39 un estudio del comportamiento del dominio para 
diferentes valores del Reynolds, para así poder determinar el valor del Reynolds con el 
que se estudiará a influencia de las paredes en la aparición del fenómeno vortex 
shedding.  
 
De esta manera se han seleccionado los valores de Reynolds 50, 100 y 200 dentro del 
rango de trabajo, simulando el caso para un mismo tiempo final de 60 segundos y una 
malla de 85x135. Como parámetros geométricos se ha tomado D=0.1 de manera que la 
longitud del conducto sea L=5, y H=0.8.  
 
 
Figura 42: Líneas de corriente para el caso de Re=50 
 
Figura 43: Componente horizontal de la velocidad (u) para el caso de Re=50 
 
Figura 44: Líneas de corriente para el caso de Re=100 
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Figura 45: Componente horizontal de la velocidad (u) para el caso de Re=100 
 
Figura 46: Líneas de corriente para el caso de Re=200 
 
Figura 47: Componente horizontal de la velocidad (u) para el caso de Re=200 
 
A la vista de los resultados obtenidos, se observa que tras una simulación de 60 
segundos del dominio para Reynolds 50 el flujo continua siendo laminar, y no se observa 
la aparición del vortex shedding ni el inicio del comportamiento turbulento del fluido, por 
lo que se ha descartado como Reynolds de estudio.  
 
Para los casos de Reynolds 100 y 200 se observa un comportamiento desordenado del 
flujo en la estela del obstáculo, pero haciendo un estudio más detallado se aprecia que 
para Reynolds 100 la oscilación de la estela se muestra constante mientras que para el 
valor de 200 esta oscilación es algo más caótica. Esto nos indica que para Reynolds 
200 el flujo está próximo a ser turbulento, mientras que para Reynolds 100 se observa 
el fenómeno de vortex shedding, y por tanto será el valor del Reynolds con el que se 
realizará el estudio de la influencia de la cercanía de las paredes en la aparición de este 
fenómeno.  
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De esta manera, con el valor fijado del Reynolds en 100 se procederá al estudio de la 
influencia que tiene la proximidad de las paredes en el comportamiento del flujo, que a 
su vez afecta a la aparición del vortex shedding y al valor de las fuerzas aerodinámicas. 
Es por ello que se variará la distancia de las paredes, siendo los valores de la geometría 
de estudio para H=8D (geometría presente en la referencia [4]), H=4D, H=6D, H=12D y 
H=16D, todas ellas realizadas para un mismo tiempo de simulación de 60 segundos.  
 
Tras realizar las simulaciones de todos los casos, se ha observado que las resultantes 
de las fuerzas aerodinámicas adimensionalizadas (CL y CD) oscilan entorno a un punto, 
fenómeno producido por el vortex shedding.  Para el caso de la fuerza de sustentación 
se observa que su oscilación es en torno a 0 mientras que el valor de la fuerza de 
arrastre oscila en torno a un valor determinado. A continuación se muestra una de las 
imágenes obtenidas, para ver de manera gráfica el fenómeno de la oscilación de las 
fuerzas.  
Habiendo comprobado que el fenómeno del vortex shedding se presenta en todos los 
casos que se han simulado, se mostrarán los valores de St y CD que se tienen de 
referencia y se procederá a comprarlos con los obtenidos.  
Figura 48: Grafica de los valores de Cl y Cd para el caso de Re=100 y distancia entre paredes 12D 
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Figura 49: Valores de Cd y St presentes en la referencia [4] 
De donde se observa que para el caso simulado en la referencia [4], con una distancia 
entre las paredes H=8D, el valor del CD es en torno a 1.35 mientras que el número de 
Strouhal es del orden de 0.135.  
 
Debido a que los resultados obtenidos son de la forma que se muestran en la Figura 48, 
los valores de los coeficientes adimensionales han tenido que ser evaluados mediante 
fórmulas matemáticas. Es por ello que para el caso del CD se ha calculado el valor medio 
en torno al que oscila, mientras que para el caso del CL, debido a su fenomenología de 
oscilación en torno a cero, se ha obtenido su valor a partir de la media cuadrática RMS. 
𝐶𝐷 =
∑ 𝐶𝐷𝑖
𝑁
𝑖=1
𝑁
 (6.13) 
𝐶𝐿 = √
1
𝑁
∑𝑥𝑖
2
𝑁
𝑖=1
 (6.14) 
De esta manera se han obtenido los valores de CL y CD presentes en la siguiente tabla 
para cada uno de los casos simulados, y el valor de Strouhal a partir de la formula (6.6). 
 
Separación 𝑪𝑳 𝑪𝑫 𝑺𝒕 
4H 1.0960 1.9915 0.1388 
6H 0.8625 1.7108 0.1266 
8H 0.7829 1.6493 0.1266 
12H 0.5966 1.5477 0.1298 
16H 0.5233 1.5082 0.1428 
20H 0.3431 1.3207 0.1428 
 
Tabla 9: Valores aerodinámicos obtenidos en las simulaciones 
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Comparando el caso de referencia con los valores obtenidos con el código CFD 
programado para el mismo caso de H=8D, se observa que el valor de CD da más alto 
de lo que debería, pero en cambio el valor del Strouhal es muy próximo al de referencia. 
Esta diferencia que se aprecia en el coeficiente de arrastre muy posiblemente sea 
motivada por la utilización de una malla menos densa que la del estudio de referencia, 
hecho que provocaría una menor resolución de los resultados de la presión entorno al 
obstáculo y con ello se produciría un error de cálculo. No obstante, se puede considerar 
que los resultados obtenidos son cualitativamente buenos.  
 
Observando los resultados obtenidos para los diferentes casos estudiados se aprecia 
que conforme se acercan las paredes al obstáculo, tanto el valor del coeficiente de 
sustentación como el coeficiente de arrastre, aumentan, hecho provocado por el 
aumento de la dificultad del fluido al pasar el obstáculo que se traduce en un aumento 
de la presiones en el contorno del obstáculo.  
 
Si se centra la atención en el valor del número adimensional de Strouhal se observa 
que, si bien es cierto que aumenta en alejar las paredes del obstáculo, este aumento no 
es demasiado grande y dentro de los valores que se esperaba encontrar comparándolo 
con los resultados de la referencia, presentes en la Figura 49. 
 
En términos del coeficiente de sustentación no se tiene referencias con las que 
comparar los resultados, y no se puede tener la certeza de que los valores sean 
correctos, pero observando que tanto el coeficiente de arrastre como el número de 
Strouhal dan próximos a lo que se esperaba encontrar, es de suponer que el valor de 
CL, dentro del error cometido en los cálculos, pueda llegar a ser un resultado válido.  
 
De esta manera, aunque con errores de cálculo en los resultados, se llega a la 
determinación de que el hecho de acercar las paredes al obstáculo provoca un aumento 
en las fuerzas aerodinámicas, y con ello se obtiene una oscilación de las fuerzas más 
acentuada durante el fenómeno del vortex shedding. 
 
Ahora que se ha observado cómo afecta el confinamiento del fluido en el fenómeno del 
vortex shedding y a su vez en las fuerzas aerodinámicas, se comentará la influencia que 
tiene en el campo de velocidades de nuestro fluido. Es por ello que a continuación se 
muestra la componente horizontal de la velocidad (u) para cada uno de los casos 
simulados es este estudio.  
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Figura 50: Valor de la componente horizontal (u) para el caso de H=4D 
 
Figura 51: Valor de la componente horizontal (u) para el caso de H=6D 
 
Figura 52: Valor de la componente horizontal (u) para el caso de H=8D 
 
Figura 53: Valor de la componente horizontal (u) para el caso de H=12D 
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Figura 54: Valor de la componente horizontal (u) para el caso de H=16D 
 
Figura 55: Valor de la componente horizontal (u) para el caso de H=20D 
 
Comparando los valores de la componente horizontal de la velocidad en las diferentes 
simulaciones, se observa que cuanto más cerca se encuentran las paredes del 
obstáculo, en la estela que genera el fluido al paso por el objeto se aprecia una vibración 
más acentuada de las velocidades, mientras que cuanto más alejadas se encuentran 
las paredes, más se acerca  el comportamiento del fluido al de un flujo libre, sin influencia 
de las paredes.  
 
De esta manera, adaptando el ejercicio Driven Cavity a un caso de mayor interés 
industrial como es el confinamiento de un fluido, se ha podido observar la influencia de 
éste tanto en el comportamiento del fluido al paso de un obstáculo en su trayectoria, 
como al estudio del efecto del fenómeno de vortex shedding en las fuerzas 
aerodinámicas.  
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Si bien es cierto que la aplicación se ha simulado dentro de ciertas limitaciones tanto de 
malla como de recurso computacional, se observa que los resultados obtenidos se 
acercan a lo que se intuye que cabría esperar de este caso concreto de aplicación. Es 
por ello, que aunque haya errores en los resultados numéricos obtenidos, se puede 
considerar que de manera cualitativa los resultados obtenidos son los correctos.  
 
Por tanto, tras el estudio realizado se ha llegado a la conclusión de que el confinamiento 
de un fluido provoca un aumento del campo de presiones al bordear un obstáculo, que 
se traduce en un aumento de las fuerzas aerodinámicas que tienen lugar. Además, el 
difícil movimiento del fluido debido al reducido dominio provoca además que el 
fenómeno del vortex shedding se vea amplificado por el efecto de la proximidad de las 
paredes, teniendo de este modo el efecto de un Reynolds superior al del fluido real que 
provoca que éste entre en régimen turbulento antes.  
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CAPÍTULO 7: Ampliación del estudio y trabajo futuro 
 
 
En términos de la continuación de la aplicación presentada en el capítulo 6 de este 
estudio, se podrían desarrollar dos vías de trabajo. No obstante, lo primero que habría 
que realizar es una optimización y mejora del código para poder obtener mejores 
resultados numéricos. Una vez realizado esto se podría desarrollar el trabajo futuro de 
dos maneras.  
 
La primera de ellas consistiría en estudiar en profundidad la vibración generada en el 
conducto a causa del fenómeno de vortex shedding, y con ello hacer un estudio de 
resistencia de materiales, mediante el cual se escogería el material con mayor 
capacidad para aguantar esas vibraciones sin sufrir fatiga ni deformarse. Además, para 
complicar aún más el caso, se debería hacer un estudio del comportamiento térmico del 
sistema, y finalmente, ampliar la profundidad de estudio a una simulación 3D con flujo 
laminar, para simular así el comportamiento real del conducto en las condiciones de 
estudio.  
 
La otra vía consistiría en realizar el mismo estudio planteado de un flujo parabólico 
confinado entre dos paredes con obstáculo, pero ampliando el trabajo al caso de un flujo 
turbulento bidimensional, siendo generalizado luego a un estudio 3D. De esta manera 
se profundizaría en el estudio de las ecuaciones de Navier-Stokes hasta alcanzar el 
punto en el que se encuentra el estado del arte de la programación por CFD de las 
ecuaciones de Navier-Stokes y el estudio de la turbulencia.  
 
Es por ello que se ha escogido la segunda vía de trabajo, ya que se adecua más al 
objetivo global del estudio desarrollado.  
 
De esta manera, la línea de trabajo se centraría en aprender primero de todo el 
comportamiento de un flujo turbulento y sus características, para luego pasar a su 
estudio numérico y al aprendizaje de programación necesario para desarrollar un código 
CFD capaz de simular el comportamiento turbulento de fluidos. Si bien es cierto que la 
turbulencia es una fenomenología 3D, es necesario empezar con un estudio 
unidimensional, ampliarlo a uno bidimensional, y finalmente pasar al estudio 3D para 
entender toda la física que se encuentra tras la turbulencia.   
 
Por tanto, la línea de trabajo consistiría en los puntos que se muestran a continuación, 
que más allá del estudio de la mecánica de fluidos, engloban también la profundización 
en los métodos numéricos y en el aprendizaje de programación. 
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 Conocimientos en programación. Una vez adquiridos los conocimientos 
básicos en C++, mediante los cuales se han podido realizar los códigos CFD del 
estudio, es necesario ampliar los conocimientos mediante la programación 
orientada a objetos. De esta manera se podrá aumentar la dificultad de los casos 
de estudio. 
 Estudio del régimen turbulento. A través de la asistencia a un seminario de 
turbulencia, se han adquirido los conocimientos básicos de flujo turbulento, y se 
han marcado las pautas a seguir para profundizar en el campo. Para ello se 
deberá estudiar la fenomenología propia del régimen turbulento, y comenzar con 
el estudio numérico y la discretización de las ecuaciones de Navier-Stokes bajo 
unas nuevas hipótesis. Es por ello que para poner en práctica estos nuevos 
conocimientos, y siguiendo la dinámica de trabajo presente en este estudio, se 
procedería a la resolución de los casos más fáciles de turbulencia. De esta 
manera se empezaría por turbulencia unidimensional con la ecuación de Burgers 
(adaptación de las ecuaciones de Navier-Stokes al espacio de Fourier), y se iría 
aumentando la complejidad hasta llegar al caso de aplicación de un flujo 
parabólico confinado entre dos paredes con obstáculo para flujo turbulento 
bidimensional. Una vez resuelto, sería de gran interés generalizar el caso a un 
estudio 3D para ver las principales diferencias de simular un flujo turbulento en 
2D y 3D.  
 Estudio de arquitecturas paralelas y técnicas de paralelización de código. 
Es un estudio necesario para adquirir el conocimiento necesario para poder 
escalar a diferentes CPU la resolución de los casos que requieren más potencia 
computacional. 
 Estudio y profundización en las técnicas de mallado. Debido a las 
complicadas geometrías que pueden aparecer en los casos de estudio, es de 
interés profundizar en el campo de las mallas tridimensionales, que no han sido 
tratadas en este trabajo, y en las mallas no estructuradas, adquiriendo así una 
herramienta útil de cara a la resolución de cualquier geometría.  
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7.1 Planificación  
 
En la tabla que se muestra a continuación se puede observar una descripción de las 
tareas que se deben realizar durante el transcurso del trabajo, así como la relación entre 
ellas y su duración aproximada. Además de esta tabla, se adjunta el diagrama de Gantt 
donde se puede observar de manera gráfica la duración y dependencia de estas tareas.   
 
 
Código de 
la tarea 
Descripción Antecedente Duración 
Tarea 1 
Estudio del régimen turbulento y sus 
ecuaciones. 
- 90 días 
Tarea 2 Ampliación de conocimientos de C++. - 20 días 
Tarea 3 Estudio de técnicas de mallado. - 20 días 
Tarea 4 Programación de casos de flujo turbulento. 1 Inicio-Inicio 90 días 
Tarea 5 Estudio de los resultados obtenidos. 4 Inicio-Inicio 90 días 
Tarea 6 
Redacción de la memoria correspondiente 
a los casos estudiados. 
5 Fin-Inicio 20 días 
Tarea 7 
Estudio de técnicas de paralelización de 
código. 
6 Fin-Inicio 20 días 
Tarea 8 
Adaptación de la aplicación a flujo 
turbulento 2D 
7 Fin-Inicio 7 días 
Tarea 9 
Aplicación de los códigos desarrollados al 
caso escogido. 
8 Fin-Inicio 20 días 
Tarea 10 
Análisis de los resultados obtenidos en el 
caso de aplicación. 
9 Inicio-Inicio 20 días 
Tarea 11 
Redacción de la memoria correspondiente 
a la aplicación. 
10 Fin-Inicio 15 días 
 
Tabla 10: Planificación de las tareas de la ampliación del estudio 
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Figura 56: Planificación de las tareas en forma de Gantt 
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CAPÍTULO 8: Aspectos económicos y ambientales  
 
 
En el presente capítulo se hablará de los aspectos económicos y ambientales que 
envuelven el estudio desarrollado, además de presentar el presupuesto de los gastos 
que ha supuesto su realización.  
 
8.1 Aspectos económicos y ambientales  
 
Como se ha mencionado en al capítulo 1, la realización de una simulación mediante 
métodos numéricos de un caso concreto de la mecánica de fluidos, frente a la 
realización del mismo ensayo de manera práctica en un laboratorio presenta un gran 
ahorro económico, ya que no se debe realizar ningún montaje ni la creación de ningún 
prototipo, solamente se debe desarrollar un código de programación CFD capaz de 
adaptarse a las peculiaridades del caso de estudio. Si bien es cierto que la complejidad 
del caso de estudio está sujeta a la capacidad de simulación del ordenador de trabajo, 
la rápida evolución de la informática ha propiciado la aparición de códigos CFD cada 
vez más complejos, y es por ello, que su utilización ha ganado gran protagonismo en 
los últimos años, ya que desde un punto de vista económico, para cualquier empresa 
supone un ahorro importante de costes. 
 
Además se debe tener en cuenta, que el hecho de no tener que realizar ningún montaje 
de laboratorio a la hora ensayar a escala supone además una reducción del impacto 
medioambiental, ya que no es necesario la utilización de materiales, ni productos 
químicos, ni combustiones que de una manera u otra contaminan el entorno y el planeta.  
 
8.2 Presupuesto 
 
En este apartado se presentará la descripción de los costes que ha supuesto la 
realización de este estudio. 
 
 Recursos humanos: La totalidad de este estudio ha sido desarrollado por una 
estudiante de último curso en ingeniería en vehículos aeroespaciales, razón por 
la cual, al tratarse de un estudio de carácter académico, se ha decidido cobrar 
las horas dedicadas a la realización del trabajo a precio de becario. De esta 
manera, las horas de trabajo, que se estiman en unas 650, se cobrarían a 8€ 
/hora.  
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 Recursos informáticos: La principal fuente de consumo en este apartado se 
corresponde con la utilización de un portátil HP Pavilion dv6 con procesador Intel 
Core i7 y 4Gb de RAM valorado en 1000€. Amortizado en 4 años, y utilizado 
durante los 4 meses de desarrollo del proyecto, el coste ascendería a 72€. En 
términos de software utilizado, Dev C++, herramienta utilizada para el desarrollo 
de los códigos de programación es un software libre, por lo que no ha supuesto 
ningún coste adicional. Para el análisis de los resultados obtenidos se ha 
utilizado Matlab, pero no ha supuesto ningún coste debido a que se encuentra 
presente con licencia educativa en las salas de ordenadores la universidad.  
 
 
Concepto Coste (€) 
Recursos humanos 5200 
Recursos informáticos 72 
Total 5272 
 
Tabla 11: Balance de los costes del estudio 
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CAPÍTULO 9: Conclusiones 
 
 
El objetivo principal de este estudio se ha basado en el desarrollo de códigos de 
programación en C++ que llegasen a resolver las ecuaciones de Navier-Stokes. Para 
ello se ha partido inicialmente de un conocimiento básico en programación con C++ que 
se ha ido ampliando y profundizando poco a poco mediante diferentes casos de estudio. 
Además, estos casos de estudio han servido para aprender y comprender la 
fenomenología que hay detrás de los métodos numéricos y la simulación del 
comportamiento de un fluido mediante los códigos CFD. 
 
A lo largo de los diferentes casos de estudio, en términos de la resolución de las 
ecuaciones, ha sido necesario hacer un conjunto de hipótesis y simplificaciones que 
aunque restringieran el campo de aplicación, eran necesarias para la resolución de los 
ejercicios.  
 
Es por ello que en el capítulo 2 de este estudio se detalló la información y los conceptos 
previos necesarios para abordar con éxito la discretización de las ecuaciones y se 
establecieron las bases de los métodos numéricos. De esta manera, en cada capítulo 
que se ha ido desarrollando se ha presentado las diferentes ecuaciones de estudio, con 
un caso de aplicación mediante el cual se ha validado tanto el correcto estudio numérico 
de las ecuaciones como los resultados obtenidos con los códigos CFD desarrollados.  
 
Así, en el capítulo 3 se realizó el estudio de la ecuación de la energía particularizada 
para el caso de transferencia de calor por conducción, y en el capítulo 4 se presentó la 
ecuación de convección-difusión, ecuación que fácilmente se puede particularizar para 
las diferentes ecuaciones de Navier-Stokes. De esta manera, en el capítulo 5 se 
particularizó esta ecuación para el caso de la conservación de la masa y la conservación 
de la cantidad de momento, resolviendo en este caso el primer caso el comportamiento 
de un flujo real. 
 
Llegado este punto de estudio se podría decir que se han alcanzado los objetivos 
planteados al inicio del desarrollo de este trabajo, y se han observado las 
fenomenologías que presenta el estudio de las ecuaciones de Navier-Stokes de manera 
Capítulo 9: Conclusiones 
Ángela Saludes López                                                       92 
 
numérica, fenómenos tan importantes como la falsa difusión de los resultados que 
puede producir una malla no adecuada o un número de Reynolds demasiado elevado, 
o bien los problemas de convergencia que presentan los métodos explícitos debidos a 
incrementos temporales no adecuados a la malla utilizada y a las particularidades del 
caso a resolver.  
 
De esta manera, con los conocimientos adquiridos a lo largo de los diferentes casos de 
estudio, se planteó una aplicación más compleja que simulase el caso de un flujo 
parabólico confinado entre dos placas planas con obstáculo, caso que se asemejaría al 
paso de un fluido por una tubería o un túnel de viento. Es por ello que con esta aplicación 
se ha estudiado la influencia del confinamiento del fluido en la aparición de un fenómeno 
aerodinámico interesante conocido como vortex shedding.   
 
Tras el estudio numérico del caso de aplicación se ha concluido que el confinamiento 
de un fluido provoca un aumento de las velocidades y presiones que rodean al 
obstáculo, aumentando de esta manera el valor de las fuerzas aerodinámicas. Además, 
el hecho de que el fluido este confinado en un dominio estrecho genera un difícil 
movimiento del flujo a través del obstáculo, cosa que propicia una amplificación del 
fenómeno del vortex shedding, y con ello una variación más acentuada de las fuerzas 
aerodinámicas en ese estado, obtenido de esta manera el efecto que provocaría un 
valor del Reynolds superior al estudiado.   
 
Finalmente, a modo de conclusión final, a lo largo de este estudio de las ecuaciones de 
Navier-Stokes se han ido aprendiendo las técnicas y habilidades, tanto matemáticas 
como de programación, necesarias para que poco a poco se pudiese ir profundizando 
en el mundo de la mecánica de fluidos computacional, partiendo inicialmente de casos 
sencillos de aplicación semi directa, hasta acabar con casos más complejos en los que 
se simulaba completamente el comportamiento de un fluido en unas condiciones dadas, 
como ha sido el caso de la aplicación final, en el que se ha estudiado un fenómeno real 
que afecta al mundo industrial, como es la influencia del confinamiento de un fluido en 
el comportamiento de las fuerzas aerodinámicas que se generan cuando aparece el 
fenómeno del vortex shedding.    
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Además de las referencias mencionadas, faltaría añadir como fuente de información 
fundamental en la realización de este estudio la formación y apuntes recibidos de las 
asignaturas de la titulación, mencionadas a continuación: 
 Dinàmica de Gassos i transferència de calor i massa. 
 Analysis of thermal and fluid dynamics issues in industrial and/or 
aeronautical systems and equipment. 
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